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Clasificacion de las ecuaciones diferenciales
Ecuacion diferencial: Una ecuacion diferencial es una expresion
matematica que establece una relacion entre una funcién desconocida,
sus derivadas de diversos 6rdenes y una o0 més variables independientes.
En esencia, estas ecuaciones describen cdmo una cantidad varia en
relacion a los cambios en otras cantidades.
- Ecuacion diferencial ordinaria “E.D.O.”, Una ecuacion diferencial
ordinaria (EDO) es aquella que involucra unicamente derivadas
ordinarias de una funcién con respecto a una sola variable
independiente. Es decir, describe la relacion entre una funcion y sus
tasas de cambio instantaneas en funcién de un Unico parametro.
- Ecuacion diferencial parcial “E.D.P.”, Una ecuacion diferencial
parcial (EDP) es una expresion matematica que relaciona una funcién
desconocida con sus derivadas parciales respecto a varias variables
independientes. Es decir, describe como una magnitud varia en funcion
de cambios simultaneos en multiples parametros.

Ejemplos.
dy

— =3 2
dx X+

2y' + 3y = senx
(x+y)dy+3ydx =0

% _isxy+2
i xy + 2x
0%z

= —k2
dxdy z

Nota. Las tres primeras ecuaciones diferenciales son ordinarias ya que
la Gnica variable independiente es x en las dos siguientes son parciales
ya que son derivadas con respecto a “x” 'y “y”.

Orden: El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la mayor
derivada que contiene una ecuacion, es decir, Una ecuacion diferencial



de orden superior es como un rompecabezas con mas piezas, ya que
requiere mas condiciones iniciales para resolverlo.

d
Y _ 17423 esuna EDO de primer orden.

dx

d%y  (dyy®

Froin (a) =1 esuna EDO de segundo orden.
dSy  /dy\® .

Frie (a) esuna EDO de quinto orden.

Grado: El grado de una ecuacion diferencial es el exponente entero de
la derivada de mayor orden.

dy 2
(a) =x17 +23 es una EDO de grado 2.

d?y 3 dy\®

<ﬁ> - (a) =1 esunaEDO de grado 3.
)2+ =17 es una EDO de grado 5
Manzanita 1.

Determine el orden y grado de la EDO.

d*Q daQ @

e PR te

Por inspeccidn la ecuacion es de segundo orden y grado 2.

Manzanita 2.

Determine el orden y grado de la EDO.

y' =Yy + )2

Por inspeccidn la ecuacion es de segundo orden, basta con observar las
derivadas.

El detalle es el grado para calcularlo elevamos a la “5”.

0" =y+ 0

Ahora si el grado serd “5”



Manzanita 3.

Determine el orden y grado de la EDO.

eY'"+y'+y=0

Por inspeccidn la ecuacion es de tercer orden, basta con observar las
derivadas.

Sin embargo, no tiene orden, ya que la derivada estd como exponente.
Manzanita 4.

Determine el orden y grado de la EDO.

y' =13y — (y)?

Por inspeccion la ecuacion es de quinto orden, basta con observar las
derivadas.

El detalle es el grado para calcularlo elevamos a la “5”.

) =3y - (")?

Ahora si el grado sera “2”

Ahora reemplazamos en la ecuacion original

y:<y >x2+4x=>2y=y’x—4x+8x

2x
2y =y'x+4x Rpta.
Linealidad:

La ecuacion diferencial sera lineal si es de la forma:
an (Y™ + g Y™ Fa ()Y + ag(x)y = f(x)

Una ecuacion diferencial es lineal si puede expresarse como una
combinacion lineal de la funcién incognita y sus derivadas de diversos
Ordenes. Es decir, cada término de la ecuacion es proporcional a la
funcion desconocida 0 a una de sus derivadas, sin que aparezcan
productos o potencias superiores a uno.
Propiedades:

e La variable dependiente “y” y todas sus respectivas derivadas

tienen exponente 1, es decir son de primer grado.



e Los coeficientes solo dependen de la variable independiente
“x”” 0 son constantes (Numeros).
Si no cumple al menos una de esas propiedades no es lineal.
Manzanita 5
Determine si la ecuacion diferencial es lineal:

% = 3sen(x)

Por inspeccidn si es lineal.
Manzanita 6
Determine si la ecuacion diferencial es lineal:

a_y = a_x —8x+ a_y

ot ot ds
Por inspeccién si es lineal.

¢Alguien dijo prueba tus habilidades?
A continuacion, se escriben distintas ecuaciones diferenciales entre
ordinarias y parciales, indique el tipo, su orden, grado y si es lineal.
1.—x%y" " +2xy = —y
2. — a_U = 5 az_U + a_U
Tat 0x?2 0y

3.-4yy”’ —x3y = senx

d*y dy
4 —x? 4t x——(x2-9)y =
x dx2+xdx x*—=9y=0
ex
5-y+y =—
y
6.—cos(y) =y
7.-0"P -y +y " —y*=0
dy . ,
8.-3 T 8x\/§ = 0 no lineal de primer orden

9.—-5yy” —y" =8 — x no lineal de segundo orden

1
10. -y —xy”" +y = 7 "o lineal de tercer orden

11.—4dy —ydx =0

10



d? dy\*
12.——y—5< 24

dx? dx

13 4y P =
—Z+P()Y = Q)

14.—(D,y)® =3x% +8
02T 9°T 0°T

ooy T a2 T

16 0%V s|ov
©oox2 oy

2%u 0%u
17 ~Kega t Ky gos =

15.

0

—) =4y + x?

11



Solucion a las preguntas Propuestas

NOm. | Tipo Orden | Grado | Variable Variable Lineal
Dependiente | Independiente
1 Ordinaria 2 1 y x Si
2 Parcial 2 1 U x,y,t No
3 Ordinaria 2 1 y x No
4 Ordinaria 2 1 y x Si
5 Ordinaria 1 1 y x No
6 Ordinaria 1 $? y x No
7 Ordinaria 5 3 Yy x Si
8 Ordinaria 1 1 y x No
9 Ordinaria 2 1 y x No
10 Ordinaria 3 1 y x No
11 Ordinaria 1 1 “x” 0 “y” “x” 0 “y” Si
12 Ordinaria 2 1 y x Si
13 Ordinaria 1 1 y x Si
14 Ordinaria 1 3 y x Si
15 Parcial 2 1 T XY,z No
16 Parcial 2 3 %4 X,y No
17 Parcial 2 1 u X,y No
18 Parcial 2 1 T x, t No

12




Construccion de Ecuaciones Diferenciales

Una ecuacion diferencial se puede construir a partir de una curva
(ecuacion o primitiva), por ello bastara tener una primitiva para tener
una E.D.O es decir la modelizacion mateméatica mediante ecuaciones
diferenciales permite simular, analizar y predecir el comportamiento de
sistemas complejos. Es una herramienta fundamental en diversas
disciplinas cientificas e ingenieriles a modo de introduccion
iniciaremos con ecuaciones.
Fresita 1.
Determine la ecuacion diferencial de: y = 3x + C donde C es un
numero.
Solucion. Basta con derivar la expresion.
y' =3
Fresita 2.
Determine la ecuacion diferencial de:
y = Ax? + 4x donde A es un nimero.
Solucion. Basta con derivar la expresion.
y' —4

2x
Ahora reemplazamos en la ecuacion original

Yy =2Ax+4=>2Ax =y —4x=>A=

y' —4\ ,
y= x°+4x =2y =y'x—4x + 8x

2x
2y =y'x +4x Rpta.
Fresita 3.

Determine la ecuacion diferencial de:

y = Ax? + Bx donde Ay B son nlimeros.

Solucién. Como son dos constantes “A y B” derivaremos 2 veces.
y'=2Ax+B ..(a)

y'=24..B)=>A=

Reemplazamos (B) en (a)

yu
- =)

13



y'=y"x+B=>B=y —y"x..(5)
Reemplazamos (y) y (8) en la ecuacion original.
y= (%)xz + O = y"0)x
2y =y""x? + 2y'x — 2y"'x?
2y =2y'x —y"x?
Nota. - Date cuenta, se deriva la cantidad de incognitas que hay.
Fresita 4.
Determine la ecuacion diferencial de:
y = Ax? + Bx + C donde A, By C son nimeros.
Solucién. Derivamos 3 veces
y' =2Ax+B
y" =24
y""'=0 estalaecuaciondiferencial
Fresita 5.
Determine la ecuacion diferencial de:
y=c?+cx

Solucién. Derivamos solo una vez.
y' = ¢ ahora reemplazamos.
y=0)+yx
Fresita 6.
Determine la ecuacion diferencial de:

y = A€* + Be*
Solucién. Derivamos dos veces.
y' = A@* — Be~*
y" = A€* + Be*
Sumando las derivadas determinamos que:
Yy
2
Restando las derivadas

Ae*

14



y -y
2
Reemplazamos en la ecuacion original.

3 yr+yn yu_yl
= (=) (=)
y=y"

Nota. - Para encontrar los valores de A y B normalmente lo hacen con
el método de Kramer.

Método de las determinantes

y = A€* + Be*

y' = A@* — BEe*

y" =Ae* + Be™*

Be™ =

er e”* y 1 e* y
er —-e”* yl=e*1 -e™* y
exr e™* y” 1 e* y”

1 1 vy

ex-e*|1 -1 y

1 1 y”

1 -1 .1 1], .11 1
eo'[y|1 1 |-y |1 1|+y |1 —1”
1-(y:2=y-0+y"(-2))=0
2y = 2y
y=y"

Fresita 7.
Determine la ecuacién diferencial de:

y =A€* + Be™>* — (.2
Solucién. Derivamos dos veces.
y' = A@* —5Bpe~5%
y'' = Ae* + 25Be~5*
Usando el método de Kramer

15



A= |€F —5e7™
ex 25e~>
A= 25e ™ 4 se™% = 30~
y’ _5e—5x

-

= (e")(25e™) — (@M (-5e™)

= 25€7°y' — (=5e73%)y"

y" 25@75*
A= (25y' + 5y'"H)e>*
!
Ap= gﬁ ;’ =erny'-ery
A= (y" —yHex Terminado calculamos “A” y “B”
_ A (25y"+5y")e>* 5y +y"
A=3 = 30e-4x T 6ex

B _ & _ (yll _ yl)ex _ yll _ yl
A 30e-4x 30e-5%

Reemplazamos en la ecuacion original.

5yl+yll B y’l_yl Sx
= (22X -5¥_ 0.2
Y < 6ex )e T30e=)¢ " 70

S5y=4y' +y" -1

Notas del autor: Las ecuaciones diferenciales nos permiten modelar
fenémenos del mundo real de manera precisa y cuantitativa. Desde el
movimiento de los planetas hasta el crecimiento de las poblaciones, las
ecuaciones diferenciales son una herramienta fundamental en muchas

areas de la ciencia y la ingenieria.

16



¢Alguien dijo prueba tus habilidades?
Determine la ecuacion diferencial para cada funcion.

y=2x+C
Rpta: y" = 2
X
=Bx3—=
y XT3
Rpta: 6y = (2y" + 1)x — 3x
y = Ax3 — Bx

Rpta: 6y = 6y'x — 2y x?
y=c3—cx
Rpta:y = —(y)® —y'x
y = A%
Rpta: 2y =y’
y = Asen5x + Bcos5x
Rpta:y” + 5%y =0
y =¢€3 + ¢,@% + ;%
Rpta:y"”" — 6y +11y"— 6y =0
4
arctg (;) —Ln (A x? + yz) =0
Rpta: (x —y)dy —(x + y)dx =0
y = Acos(x + B)
Rpta:y”" =y

17



Aplicaciones Geométricas
En esencia, las ecuaciones diferenciales nos permiten describir y
estudiar propiedades de objetos geométricos como curvas, superficies
y variedades de mayor dimension. Al expresar las propiedades
geomeétricas en términos de derivadas, podemos utilizar el poderoso
lenguaje del calculo para analizar y resolver problemas geométricos.
Para estas preguntas lo que haremos es hallar la ecuacién diferencial de
tangentes a determinadas curvas.
Principal formula a emplearse: y — yo = m(x — x,)
Donde las coordenadas x, e y, pertenecen a un punto de paso P,
Mora 1.
Determine la ecuacion diferencial de las tangentes a la parabola cuya
ecuaciones: y = x2 + 2
Solucion.

Buscamos un punto de paso, para este caso sera el punto tangente a la
curva: Py, = (a; b), este punto debe satisfacer la ecuacion: y = x2 + 2
b= (a)®+2

Para la familia de tangentes su ecuacion sera: y —

Yo = m(x — xo)

Para el punto de paso P = (a; b): \
y—b=m(x—a) /

y=m(x—a)+ (ib-l_-_g

Para hallar la pendiente: y = x2 + 2

dy
—=m=2x->m=2(a)
dx
Reemplazamos: y = (2a) (x — a) + a? + 2
m b

y = 2ax — 2a%® + a?® + 2
y = 2ax — a? + 2 De aqui sacamos la ecuacion diferencial.

’

, Y
=2a=>a==
y a=a=3

18



, s 2
5)=(3)
=2V x = (=
y (Zx > +2
_ oy O
y=Yy )

4y =4y'x— (y)?+8

+2

Mora 2.

Determine la ecuacion diferencial de las tangentes a la circunferencia:
9 =x2+4y?

Solucion.

Buscamos un punto de paso, para este caso sera el punto tangente a la

curva: Py = (a; b), este punto debe satisfacer la ecuacion: 9 = x2 +

y2

9 = qa? + b?

a=+/9—b? -

Para la familia de rectas, la ecuacic
y=Yo=mx—x) | .

Para el punto de paso P = (a; b): ‘ /

y—b=m(x—a) NS

— _ 2
y=mkx—a)+a : 2
Para hallar la pendiente:9 = x? + y?

0 2 2 ’ - - =
= = = = =
X+ 2yy m m

m
Reemplazamos: y = (— %) (x—a)+b

m
9

—t—
—ax + a? + b?

y= b
9 — V9 — b2x
Y=y

19



by =9 —-+v9 —b?x...(a)
De aqui sacamos la ecuacidn diferencial.
by = —/9 —b% = (b*)(y)? =9 — b?
9
b2)(y)2+b?=9>bh?=——=
BHO) +b7 =9 = b = s
Reemplazamos en a

9 9
— —y=9- [9-————
1+ ()2 / 1+

3y 4 3yx
VI+002 Y1+ 06)?
y+xy =3y1+(y)?
Mora 3.
Hallar la ecuacion diferencial de todas las circunferencias en el plano
xy
Solucioén. Para esta pregunta sera sencillo por que la ecuacion sera
directa: (x —A)?+ (y—B)?>=C
Al ser 3 constantes derivaremos 3 veces
Primera derivada implicita:
2c—A)+2(y—B)y' =0

(y-B)y' =A-x
Segunda derivada implicita:
Yy y+@-By =-1
O +1=B-y)y”
@) +1+y” =By’ ..(a)

Tercera derivada:
2y y” +y" = By

b=(a)?+2
Para la familia de tangentes su ecuacion sera:

20



Yy — Yo = m(x —xo)
Para el punto de paso P = (a; b):
y—b=m(x—a)
y=m(x—a)+a®+2
b
Para hallar la pendiente: y = x2 + 2

d
%=m=2x—>m=2(a)
Reemplazamos: y = (2a) (x —a) + a? + 2
m b

y = 2ax —2a%? +a?+2
y = 2ax — a?® + 2 De aqui sacamos la ecuacion diferencial.

, y
_2 [
y=2a=a=7

’ 2
v=2(3)x(3) +2

)?
=v'x — 2
y=yx 2 +
4y =4y'x— (y)?+8
Mora 4.

Hallar la ecuacion diferencial de todas las rectas tangentes a la gréfica
de la funcién: y = senx
Solucién.
Buscamos un punto de paso, para este caso sera el punto tangente a la
curva: P, = (a; b), este punto debe satisfacer la ecuacion: b = sena
Para la familia de rectas, la ecuacion seré:

Y — Yo = mg(x — xo)
Para el punto de paso P = (a; b):

y—b=mp(x—-a)
y=mr(x—a)+ 553777_19
Para hallar la pendiente:y = senx

21



Y = coSx = mq = c0SX = mpr = cosa

“
mr
Reemplazamos: y = cosa (x — a) + sena

mr
y’ = cosa
Donde: a = arccos(y")
y = y'(x —arccos(y")) + sena
Para hallar el sen a
y" = cosa = (y)? = cos?a = —(y)? = —cos?a
1-(y)?=1-cos?a

1-(y)?=sen?a

sena =+/1— (y)?

y =y (x —arccos(y)) + 1 - (¥)?

Mora 5.

Hallar la ecuacién diferencial de la familia de curvas que satisfacen la
siguiente propiedad: “El area de la region encerrada por la curva, los
ejes X e Y,y la ordenada del punto P(x,y) de la curva es igual a
(xz + Zyz)”

Solucién. Realizamos un gréafico para representar la familia de curvas.
Por teoria:

; X
Area = _[ ydx
0
Por dato:
Area = x? + 2y?
Igualando las anteriores ecuaciones.
X
f ydx = x% + 2y?
0

Aplicando teorema fundamental del célculo:
y = 2x +4yy’

22



Mora 6.
Hallar la ecuacion diferencial de todas las rectas cuyos productos de las
intersecciones con los ejes coordenados sean iguala a “c”.
Solucion.
Realizamos el bosquejo de la familia de rectas:
De este grafico calculamos la pendiente
b

m=——
a

Por dato tenemos: ab = ¢

La ecuacion que representa a la recta es:
y—b=m(x—a)

Reemplazamos en la ecuacion anterior.

r=r=(-3)x-3)
r-o= (%))

2
—2b=—-——x
Y c
Donde, la anterior ecuacion es la familia de rectas pedida.
Para hallar la ecuacion diferencial:
b2
Ay
b2 =—cy = b=4/—cy
Reemplazamos en la familia de rectas:

N "

Cc

y+xy =x-cy

(v +xy)?2=—cy

23



¢Alguien dijo prueba tus habilidades?
Mora 1.
Determine la ecuacion diferencial de las tangentes a la parabola cuya
ecuaciones: y = x3 + 3

Mora 2.
Determine la ecuacion diferencial de las tangentes a la elipse: 36 =
4x?% + 9y?

Mora 3.
Determine la ecuacion diferencial de las tangentes a la hipérbola:
36 = 4x% — 9y?

Mora 4.
Hallar la ecuacidn diferencial de todas las rectas tangentes a la grafica
de la funcién: y = cosx

Mora 5.

Hallar la ecuacion diferencial de la familia de curvas que satisfacen la
siguiente propiedad: “El area de la region encerrada por la curva, los
ejes X e Y,y la ordenada del punto P(x,y) de la curva es igual a

(357 + )

24



Solucidén de Ecuaciones diferenciales
Solucién: Es una funcion que, cuando se evalla junto con sus derivadas
en los puntos del dominio, verifica la igualdad expresada en la ecuacion
diferencial.
Soluciéon general: Es una expresion matematica que contiene
constantes arbitrarias y que, al asignar distintos valores a estas
constantes, genera una infinidad de funciones que satisfacen la ecuacion
diferencial. Graficamente, estas funciones trazan una familia de curvas
en el plano o en el espacio.
Solucién particular. Es una solucidon que se obtiene a partir de la
solucion general en esta el valor de las constantes arbitrarias toma un
valor especifico.
Ejemplo:
Siendo la ecuacion diferencial: y' = 6
La solucion general sera de la funcién: y = 6x + C;
Donde C; es una constante arbitraria.
Una solucion particular o especificay = 6x + 4
Aqui la constante tomo el valor de 4.
Ya integrados al tema aqui un par de frutitas.
Papayita 1.
Verificar que la funcién: y = x + 3x% es solucion de la E.D.O.
y'(x+3x2)—y(1+6x)=0
Solucién.
En este tipo de preguntas lo Unico que tendremos que hacer es
comprobar que el lado izquierdo es igual al lado derecho caso contrario
no es solucion.
y'(x +3x2) —y(1+6x) = 0
Lado izquierdo Lado derecho
Paraello derivamosa y = y' =1+ 6x
Ahora reemplazamos en la E.D.O.
(1+6x)(x+3x%) —(x+3x2)(1+6x)=0

25



0=0
I.g.9.d(lo que queriamos demostrar)

Papayita 2.
Verificar que la funcion: y = 2x2 es solucién de la E.D.O. xy’' = 2y
determinar el tipo de solucién si es particular o una solucién general
(primitiva).
Solucion.
Derivamosa y = y' = 4x
Ahora reemplazamos en la E.D.O.
x(4x) = 2(2x?)
4x? = 4x?

I.g.g.d(lo que queriamos demostrar)
Es una soluci6n particular porgue no contiene constantes arbitrarias.
Papayita 3.
Verificar que la relacién: x? + y? = C es solucién de la E.D.O. yy’ +
x = 0 determinar el tipo de solucién si es particular o una solucion
general (primitiva).
Solucién. Para algunos problemas se tendrd que usar derivacion
implicita y llevar a la forma de la E.D.O.
Usamos derivacion implicita:2x + 2yy’ = 0
Mitad: x + yy' =0
Notamos que la ecuacion obtenida es igual a la pedida.
I.g.q.d(lo que queriamos demostrar)
Es una solucién general ya que contiene una constante lo cual hace que
sea una familia de curvas en este caso es una familia de circunferencias.
Papayita 4.
Verificar que la funcién: y = €*(1 + x) es solucionde laE.D.O. y" —
2y' 4+ y =0 determinar el tipo de solucion si es particular o una
solucion general (primitiva).
Solucion. y = €*(1 + x)
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Derivamos con regla del producto:
y=e*+(1+x)er=2e*+xe*
y" =2e*+e*+xef =3e*+xe*
Ahora reemplazamos en la E.D.O.
(BE* + x€¥) —22€* + x€¥) + [€*(1+x)] =0
—e* —xe*+[e*(1+x)]=0

0=0

I..g.d(lo que queriamos demostrar)
Es una solucion particular porgue no contiene constantes arbitrarias.
Papayita 5.
Verificar que la funcion: x = ylncy es primitiva de la E.D.O.
yx+y)=y
Solucién. Recuerda que en la E.D.O. no hay constante “c” por lo cual
nos valdremos de algunas propiedades de logaritmos antes de derivar.

x X
x=ylncy=>;=ln(cy):;:lnc+lny

Ahora si, usamos derivacion implicita.

!

y—xy' _y ot ot
7 = 2PYVTXy =yy Sy=Yyy txy
y y
y=+y)y l.g.g.d
Papayita 6.
Verificar que la funcién: y = In (x + ¢) — 4 es primitiva de la E.D.O.
yeytt =1

Solucion. Realizaremos el método I.

=1 -4y =
y =In(x +c) Y =TT

Reemplazamos en la ecuacion original:

eln(x+c) =1
xX+c
1

xX+cC

(x+c0)=1
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1=1 l.g.q.d
Realizamos método 2.

y=Inlx+c)—4=y =

xX+c
1 1
—=x+c>c=——x
l +1 4
y=n|{x+——x|—
L,_/

Cc
1(1)4 +41(1)
=ln{=]—-4=>y =In{—
Y y y

eVt = i > ye¥tt=1
l.g.q.d
Papayita 7.
— t
Verificar que la funcion paramétrica: f(t) = {; _ Ze_t es primitiva de

[aE.D.O.(1+xy)y +y?>=0
Solucién. Recordemos que la derivacion paramétrica esta dada por:

dy
,_dy_dy dt_ﬁ
Y T ax T dt dx dx

dt
dx
x=tet:E=et+tet=(1+t)et
dy
=t = — = — -t
y=e pr e
—et -1

y = (1+1t)et - (14 t)e?t

Reemplazamos:
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-1
(1 + (tet ' e_t)) [W] + (—e't )2 =0
(1+ t)e?t
—e 2t et =90 l.g.q.d

(1+t)[ ]+e‘2f=0

Papayita 8.
Determine los valores de m para el cual y = €™ es solucion de la
ecuacion diferencial:
3y"+3y" —18y =0
Solucién. Derivamos la solucion dada para verificar.
y' = me¥; y" = m?e* Reemplazamos
3(me%) + 3(m2e¥) — 18e™x =
em™(m+m?) = 6em™r
m’+m—-6=0
(m+3)(m—-2)=0
m=-3 vm=2
Papayita 9.
Verificar que la funcion: x = y [ sent?dt
y =xy’ + y?sen x?
Solucién. Desarrollamos la solucion.

X X
2 2 X
x =y | sent‘dt = | sent°dt =—
0 0 y
Derivamos de forma implicita la solucién brindada:

X
x = yf sent?dt derivada del producto
0

X d X
1=y t2dt +y— j t2dt
y_[osen +ydx<osen >

X
1= y'f sent?dt + y sen x?
0
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1 (x) + 2
=y |=)+ysenx
y
y =y'x + y?sen x?
l.g.q.d

¢Alguien dijo prueba tus habilidades?
1.- Verificar que la funcion: y =+ x? es solucion de la E.D.O.

() ()=

2.- Verificar que la funcién: y = 4x3 es solucion de la E.D.O. xy’ =
5y determinar el tipo de solucidn si es particular o una solucion general
(primitiva).

3.-Verificar que la relacion: y = 3sen7x + 5cos7x es solucion de la
E.D.O. y"” + 7%y = 0 determinar el tipo de solucion si es particular o
una solucion general (primitiva).

4.-Verificar que la funcion: y = €*(c; + c,x) essolucion de laE.D.O.
y"" —2y" 4+ y = 0 determinar el tipo de solucion si es particular o una
solucion general (primitiva).

5.-Verificar que la funcién: y = ¢? — cx es primitiva de la E.D.O.
P +xy =y

6.-Verificar que la funcién: y = @37¢5¢n X es primitiva de la E.D.O.
xy” = ytg(Lny)

e - .- = tlnt
7.- Verificar que la funcion paramétrica: f(t) = {x "

y=t2Q2Lnt+1) %
primitiva de la E.D.O. y'Ln (yz) = 4x
8.-Determine los valores de ¢; y ¢, parael cual y =c¢; + c,€73% es
solucion de la ecuacion diferencial:

y'+3y'=0
9.-Verificar que la funcion: xf()x&tnt dt = yLny

xy’ + xLny = xsenx + yLny
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Ecuaciones diferenciales de Primer orden
Una ecuacion diferencial de primer orden es una ecuacion matematica
gue relaciona una funcién desconocida (a menudo denotada como y)
con su primera derivada (dy/dx) respecto a una variable independiente
(generalmente x). En otras palabras, es una ecuacion que involucra a
una funcidn y su tasa de cambio instantanea.
En esta seccién aprenderemos a resolver ejercicios de primer orden, es
decir, ecuaciones que contengan a derivadas de primer orden.
Generalmente son de la forma:
A(x,y)dx + B(x,y)dy =0
La solucion general normalmente contiene una sola constante.
Fresita 1.
Identifica la ecuacion diferencial.
(y + senx)dx + (x*y —tgx)dy =0

dy cosx
_ =X

dx xy
Solucién.
(y + senx)dx + (x*y —tgx)dy =0

A(x,y) =y + senx
B(x,y) = x?y — tgx
Para la otra pregunta tenemos que operar
dy cosx dy x?y+cosx
—=x+ - ——=—""
dx xy dx xy
xydy = (x%y + cosx)dx
0 = (x%y + cosx)dx + (—xy)dy
A(x,y) = x*y + cosx

B(x,y) = —xy

Donde{

Donde {

Fresita 2.
Identifica la ecuacion diferencial.

senx-y + (x +3y)y? =0
Solucion.
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senx-y +3yy?+xy?=0

(senx + 3y?)y +xy2 =0
Al desarrollar nos queda: (senx + 3y?)dy + xy%dx = 0
Ax,y) = xy?

Donde { )
B(x,y) = senx + 3y

Fresita 3.

Identifica la ecuacién diferencial.
dy x%+3
dy **+3y _
dx y

y

Solucion.

d 2+3y d 2—x*-3
y X y — ay _ y X y

dx y dx y

ydy = (y* — x* = 3y)dx

0= (y* —x2 = 3y)dx + (-y)dy

Donde {A(x,y) - yz —x% = 3y
B(x,y) = -y
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Separacion de Variables
Es un método utilizado para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden de una forma particular. La idea central es
reescribir la ecuacion de manera que todas las términos que involucran
a una variable estén de un lado de la igualdad y los términos que
involucran a la otra variable estén del otro lado.
De lo anterior, tenemos nuestra ecuacion:

é A(x,y)dx + B(x,y)dy =0 )

El proceso de separacion de variables serd el de factorizar las
respectivas funciones para:

é M(x)dx + N(y)dy =0 )

Transformar a funciones de una sola variable y luego integrar.
Ejercicio 1. Resuelva la ecuacién diferencial:

y'=3x 0 dy—3xdx=0

Solucién. Recuerde que para la expresion 1 realizamos:

, _dy
y_dx

Formal. y" = 3x

Y _ 34

dx

dy = 3dx

[dy = [3xdx
3x?

y+C1 :T+Cz

3 e
Y=

Forma2. dy —3xdx =0
1dy —3xdx =0
[1dy — [3xdx =0

3x2
y+C1— T-I-CZ =0

3x2
y+C1_T_C2=O
3x2_C
y 2
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Nota. - Cuando usted se enfrente a un ejercicio que es de la forma:

=f(xy)

Y que ademas se cumple que la funcién se puede descomponer como el

producto de funciones f(x)y g(): f(x,y) = h(x) X g(¥)
, y
y =2 =h)xg()
De este modo podemos trasladar los términos y quedara de la
siguiente forma:

ay.
9

De este modo ya podemos mtegrar y encontrar la solucion:

f 90) = | neyax

Con lo cual la solucion de la ecuacion es bien sencilla.
En resumen:

= h(x)dx

A M(x)dx
Q

Vo

é A(x,y)dx + B(x,y) =0 >
A NO)dy A Integramos
Q
*’IIIIII/

f Integramos

D 4
T T TT T

Ordenamos

0

“"”””’ 7

e IR < ol I e R ]

& o a7

Ejercicio 2. Resolver
5dx +3dy =0
Solucidn.
[5dx + [3ydy =0
5x+C;+3y+C, =0
S5x+3y=C

Ejercicio 3. Resolver
13dx — 5ydy =0
Solucién. 13dx = 5ydy
[13dx = [ 5ydy
5y?

13x+C1=T+C2

5 2

13x +C
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¢ TEDISTE CUENTA?
Si la ecuacion es de la forma “M (x)dx + N(y)dy = 0” se integra de forma
inmediata miembro a miembro.
Mientras que cuando es de la forma
“M(x)dx — N(y)dy = 0” primero tengo que cambiar el termino
M(x)dx = N(y)dy después se debe integrar y al final ordenar de ser
posible.
Ejercicio 4.
Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
€%dx + 5cos(y)dy =0
Solucion.

fexdx + j 5cos(y)dy =0

€e*+C,+5sen(y)+C, =0
€e* 4+ 5sen(y) =C
Recuerde que “C; ,C, y C ” son constantes es decir nimeros.
Ejercicio 5.
Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
x€%*dx + yln(y)dy = 0
Solucion.

fxezxdx + fyln(y)dy =0

Es aqui lo realmente tedioso a la hora de resolver ecuaciones
diferenciales, claro que solo es aplicar los métodos de integracién al
momento de resolver este ejercicio, aplicaremos integracion por partes.
Aplicamos integracién por tabulacion (caso especial de integracion por
partes)

Nota: la columna de la izquierda se deriva hasta reducirse mientras
que la columna derecha se integra el numero de veces que se deriva la
columna izquierda.
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Por tabulacion Integracion por partes

x~_, ©€* m)~_, vy
1 \er 1 _\ y2
+ 2 y 2
\ er
0

4

[ x€%*dx Jyin(y)dy

2 2
gezx —%ezx +y7 In(y) f%dy —0
2 2
gez’c - %ez’f +y7 In(y) - YZ =C

Para evitar operaciones innecesarias con las constantes a partir de ahora
solo pondremos una.
Ejercicio 6.
Resolver la ecuacion diferencial.

Y
Y x
Solucién. Recordemos, y” = dy/dx:
d
o4 = 4 Reemplazamos.
dx x
d_y = d_x Trasladamos las variables.
y x
j d_y _ d_x Integramos
y x
Iny=ILnx+(; Identificamos la constante de
Cy integracion.
—
Iny=Lnx+lInc
Lny = Lnxc Damos forma a la constante
elny — @lnaxc LnA + LnB = Ln(A - B)
Eliminamos los logaritmos
y =xc

Respuesta final.
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Observaciones:
Es importante recordar las diferentes nomenclaturas que tiene las
derivadas, por si no las recuerda se las muestra:

dy
— =y = D
dx y X
Ejercicio 7.
Resolver la ecuacion diferencial.
dy
= _—y(1 -
il Gt )
Solucion.
dy d
dx -y = dx YO =1 acomodamos para integrar
dy
.[y(y -1 _[ dx Realizamos quebrados en el
'[ ( 1 1) lado izquierdo.
———=)dy = f dx
y-1y Distribuimos la integral
dy dy istribuimos la integra
— | —=x Juntamos el logaritmo con
y=-1 Jy LnA — LnB = Ln (A/B)
Iny—1)—Lny=x+C;
61 Damos forma a la constante
Ln [ ] =x+ LnC
Eliminamos los logaritmos
Ln (y_—l) x+Ln C
e y’/=e
-1 Propiedad: €"¢ = ¢
Y~ _cex g
y Pasa al otro miembro
y—1=yce* Factorizamos y pasamos a
1 Respuesta final.
Y=1-cex
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Ejercicio 8. Resolver la ecuacion diferencial.  x*dx + (y +
D3dy =0
Solucién.

fx4dx+f(y+1)3dy =0

x5 +1)*

5 4 ¢

Ejercicio 9. Resolver la ecuacion diferencial.  x(y + 1)dx + dy =
0

Solucion. Esta pregunta la realizaremos por dos métodos:

Meétodo 1. Es el método previamente desarrollado

x(y + 1dx = —dy Trasladamos la derivada

d
xdx = — s Separamos las variables
y+1
J =
xdx = — | —— Integramos
y+1
x2 ,_C.L Identificamos la constante de
5= —Ln(y + 1) + LnC integracion.
f In ( ) Damos forma a la constante
2 T \y+1 LnA — LnB = Ln(A/B)
x? C
e 2 = —— L R
y+1 Eliminamos los logaritmos
x2
y+l=ce 2 Movemos el exponencial
2
y = Ce_xT -1 Despejamos la variable

Método 2. Este método prioriza las operaciones en ecuaciones, a
veces es usado por los maestros.
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x(y+1dx dy 0 o
1 v+l = v+l D|V|d|mos por las
dy expresiones que no
xdx+——=0 corresponden
y+1 Simplificamos

d
fxdx+ —y—O

y+1 Integramos
2

x . .
- +n(y+1)=C Despejamos al logaritmo

2
Imy+1)=Inc-— ll Eliminamos los logaritmos

2

y+1=el c—% Usamos la expresion:
2 eLnC =C

y+1=c€ 2

e_x; 1 Despejamos la variable
y==c -

Ejercicio 10. Resolver la ecuacion diferencial.
xydx + (1 + x?)dy =0
Solucion.

xydx N 1+x¥dy 0
y y y
1+x2)d
xdx + g =0
xdx N (1+x>dy 0
(1+x2) (A+x2)y (A+x2)
xdx dy

4+ 2=0
1+x2) vy

1
Eln(1+x2)+lny=C1

m(A+x®)+2lny=0¢,
m(1+x)+Iny?>=Inc
In[(1+x®)y?]=Inc

39



1+x¥)y?=c
Ejercicio 11. Resolver la ecuacion diferencial. (2y + 5)dx +

(x—4)dy=0
Solucion.
(2y + 5)dx (x — 4)dy 0
2y +5)(x—4) 2y+5x—-4) 2y+50@—4)

dx dy
(x—4)+<2y+5)‘

(x—4) f(2y+5)
ln(x—4)+§ln(2y+5) =(C;
2In(x —4)+InQRy+5)=0C,
In(x—4)2+mnQRy+5)=Inc

In[(x —4)?Q2y +5)] =Inc

(x—4)2Q2y+5)=c

Ejercicio 12. Resolver la ecuacidn diferencial.
x3(y—1Ddx+y?(x+1)dy =0
Solucién.
x3(y — 1dx y*(x+1)dy
G-DEx+1) G-DE+1D
x3dx N y2dy
x+1) -1

x3dx yidy
(x+1) f(y—l)
f[xz—x+l = +1)]dx+f[y+1+ yl )dy

7+x—ln(x+1)+y7+y+ln(y—1)=c

=0

3
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Hasta aqui los ejercicios no presentaban demasiada dificultada partir
de este momento en los siguientes ejercicios se tendré que realizar
ciertos procesos antes de resolverlos.
Ejercicio 13.
Resolver la ecuacion diferencial.

(x2 —yx®)dx + (y* + xy*)dy = 0
Solucién.

x2(1—y)dx+y*(1+x)dy =0
x2(1 —y)dx N y2(1+x)dy
1-y)A+x) A-»A+x)

x2dx N y2dy 0
1+x) (1-v)
x2dx y2dy _ 0

a+n ) T-»
1
f[x— (1+x)]dx+f[y 1+(1 )dy—O

2

x? y
7—x+ln(1+x)—7—y—ln(1—y)=C ok

x2=2x+2lIn(1+x)—y?-2y-2ln(1-y)=c
x2=2x+12+m(1+x)?>—y?-2y—12-In(1—-y)?>=c
(x=1)2*+mm(1+x)* - +1D*-In(1-y)*=c
(1+x)?
=c
1-y)2
1+x]

x—1D2-@+1)?+In|——=

(x—l)z—(y+1)2+ln[ =c

(Sabias que...?
En el ejercicio anterior la solucién ya esta dada en la linea donde se
ubica =, no obstante, es mejor darle una mejor forma a la respuesta
de ser posible.

Ademas: Siendo

“ 29

una constante es decir un namero.
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No sufre alteraciones con las operaciones aritméticas ejemplo:

c+2=c
c—23=c
cX42=c
C —
232 ¢
La constante o bueno su representacion “c” no cambia.
Ejercicio 14.
Resolver la ecuacion diferencial.
xy —y=y?
Solucion.
dy 3
— = +
x dx y Ty
dy  dx
y3+y «x
f dy  [dx
y3+y ) x

1 y dx
[B-so- [
y y-+1 X

1
lny—zln(y2+1)=lnx+61

2lny—In(y?+1)=2lnx+C,
Iny?—in(y*+1)=Ilnx*+Inc
y2
In |:y2—+1] = lTI.XzC
2
y
y2+1 =x’c
y? =y%x%c+x%c
y2 — y2x2c = x%¢

2
,__Xc

Y 1—x2%¢c
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Ejercicio 15.
Resolver la ecuacion diferencial.
e Vdx + ey 2*dy =0

Solucion.
er ey
=] dx+e2xdy= 0
2x ey
[eZ*eY] =] dx + [e’“eﬂ@dy =0

e*dx + e¥¥dy =0
fe‘“‘dx +fe2Ydy =0

1€““‘dx + 1€‘2ydy =c
4 2

etdx + 2e%dy = c
Recuerde que para separar las variables no siempre vamos a dividir.

Ejercicio 16.
Resolver la ecuacién diferencial.
y = x@y=*°
Solucion.
dy x€Y
dx — ex?
dy xdx
ey ex’

e Vdy = x€ %" dx
fe_ydy = fxe_xzdx
1 2
_e_y — _Ee—x +c

2ev=e* 4+
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Ejercicio 17.
Resolver la ecuacién diferencial.

2xyy’ =1+ y% paray(-1) =1
Solucion.

dy
2xy—=1+y?
XY ax Ty
ydy  dx
1+y2  2x

f ydy _fdx
1+y2 ) 2x

1 1
ELn 1+y3?) =§Lnx+C1

In(1+y*)=Lnx+C,
In(1+y?)=Lnx+1LnC
In(1+y?) =LnxC
1+y%2=xC
Para encontrar el valor de C, usamos y(3) = 1 donde:x =3 ey =1
1+ ()% =@3)C

2=3C
C= 2
3
La ecuacion sera:
1+ y? 2
==X
Yy =3
Ejercicio 18.
Resolver la ecuacion diferencial.
2% _ (1 - y2) para y(0) = =
I X y“) paray =3
Solucion.
2d
LY dx
1—y2
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1+ x2
In [ 4 + Inc
1+ 2
e [1 ;] ex?ﬂnc
1+y x?
A )
1= c
Para encontrar el valor de C, usamos y(0) = %donde: x=0ey= %
147 o
— 2 =ce 2
L1
2
3
2 _ 0
1 =(ce
2
c=3
La ecuacion sera:
1+ x?
_y =3.e2
1-y

Ejercicio 19.
Resolver la ecuacion diferencial.
(1+x3)dy —x%?ydx =0

Solucidn.
(1 +x3)dy = x%ydx
dy  x%dx
y o 1+x8
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J‘dy f x2dx
1+ x3
lnyzgln(1+x3)+C1

1
Iny=in(1+x33+Inc
1
Iny=Inc(1+x3)3

1
y=c(1+x3)3
Ejercicio 20. Resolver la ecuacion diferencial.

Y ;“yy +; para y(VZ) = V3
Solucion.
dy x(y*+1)
dx  y(x2-1)
ydy  xdx

y2+1 x2-1
f ydy _f xdx
y2+1 Jx2-1

1 1
ELn ?+1) = ELn (x2-1D+C

1 1
In(y?+1)2=ILn(x*-1)2+C,
1 1
Ln (y?> +1)2 = LnC(x? — 1)2

1 1
*+ 12 =C(x*-1)
Para encontrar el valor de C, usamos

y(V2) =3 donde: x =v2ey =3
(3 +1) =¢((v2)" - 1)

C=2
La ecuacion sera:
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1 1
O*+ 12 =2(x*-1)2
Ejercicio 21.
Resolver la ecuacion diferencial.

/[
tg ydy = sen3xdx,para y (§) =0
Solucion.

ftg ydy = fsen3xdx
j(seczy —1dy = fsenzx - senxdx
fseczydy — f dy = f(l — cos?x)senxdx

tgy—y+c= f senxdx — f cos?xsenxdx

1
tgy—y+c=—cosx—§cos3x

Para encontrar el valor de C, usamos y (g) = 0 donde: x = g ey=0

tg (0)—0+c=—cos (g) —%0053 (g)

La ecuacion sera:

13 1 3
tgy—y—ﬁ= —cosx—gcos X
Ejercicio 22.
Resolver la ecuacién diferencial.
seny =x
Solucién.

y' = arcsenx + nn
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d

y
— = arcsenx + nmw
dx

dy = (arcsenx + nm)dx

f dy = f (arcsenx + nm) dx

y = xarcsenx —1—x%2 + nunx + C
Ejercicio 23.
Resolver la ecuacién diferencial.
Iny =4x
Solucién.
y = e4x
dy
= e4-x
dx
= e*dx
f dy = f et dx
—_ax
y 2 e +C
Ejercicio 24.

Resolver la ecuacion diferencial.
. 16
x ycosy+1=0,y—>?n,x—>+oo

Solucién.
d
x? (ﬁ) cosy = —1

1
x—zdx

1
jcosydy = —fx—zdx
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1
seny=;+C

16 1 NE)
sen (?n>= lim—+C=>C:—7

X—00 X
1 V3
seny = ———
Y x 2
Que tiene infinitas soluciones

1 V3
y =T — arcsen X 2 +2mn,n=0,+1,1+2, ...

Donde la solucién cumple con n = 2

= LI
y = arcsen ) X T

¢Alguien dijo prueba tus habilidades?

Resuelva la ecuacion diferencial:
1.—y = 5x2
Rpta.y = §x3 +C
2.— 6x%dx — 2ydy = 0
Rpta.2x3 —y?2=C
3.— Lnxdx + 2sen(y)dy =0
Rpta.xLnx —x — 2cosy = C
4. —ydx —xdy =0
Rpta.y = xC
dy (-Dkx-2)-3)
Cdx x-DO-2)(x-3)
Rpta.(x — 1)(y + 3)° = c(y — 1)(x + 3)°
6.— xdy + ydx + xycosxdx = 0

Rpta.xy = ce~senx
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7.—xy1+y2+yyy1+x2=0

Rptavl+x2+1+y2=C

8.—y =3*
Rpta3*+377 =C
dA _ A+1
ds s +sA

Rpta.2vA + Ln(A + 1) — 2arctanVA = 2v/s + C

10.— €*tgydx + (1 — €¥)sen®ydy = 0
Rpta.Ln(1 — €%) + %cosZy =C
o 2 vdv=0nv(") ="
11. —sen®y dx + cos* x dy = 0,}/(4) =2
Rpta.tanxtany = 1

12.— —= ;5=
dt 3es + eScos 2t s 2

Rpta.2arctg(e®) + arctan(cost) = %

/s
13.— cosydx + (1 —e ®)senydy = 0;y(0) = 1

ds sent+e%sent (n) 0

Rpta.(1 + e¥)secy = 2v2

14.— xydx + 1+ x?2dy = 0;y(0) =1
Rpta.e“/“xz"'l
15.—tgy =x
Rpta.y = arctgx — %Ln(l +x2)+mnx +C

16. Resolver la ecuacion dif erencial.
x3y —seny=1=0,y > 5m,x >

Rpta. 2arctg (1 - %) + gn
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Reduccién De Ecuaciones Diferenciales A Variables Separables
La reduccion a variables separables es una técnica que busca
transformar esta ecuacion en una forma mas sencilla, donde todos los
términos que involucran a una variable estén de un lado de la igualdad
y los términos que involucran a la otra variable estén del otro lado es
decir no todos los ejercicios seran de separacion de variables no
obstante si pertenecen a cierta categoria podremos convertir esas
ecuaciones a separacion de variables.

Ecuaciones Homogéneas.

Estructura: Las ecuaciones diferenciales homogéneas tienen una estructura
particular donde los términos de mayor grado en x e y tienen el mismo grado.
Cambio de variable: Para resolver estas ecuaciones, se utiliza un cambio de
variable que permite transformar la ecuacion en una que se puede resolver
por separacién de variables. Solucion general: La solucién general de una
ecuacion diferencial homogénea suele expresarse en términos de una funcion
implicita.

Como nociones previas debe saber que una funcién f(x,y) es homogénea de
grado “n” si f(Ax, Ay) = A" f(x,y)

a) f(x,y) = x* = xy b) fx.) = 22
Es homogénea de grado “2” No es homo énZa 2 que:
f@x, 2y) = (Ax)? — () (Ay) J ( Ax); ( fy) '
= AZXZ - Azxy f(ﬂ_x, Ay) = TSI Y
= 2(x2 — xy) (Ax) + (1)
= 2f(x,y) _ Ay
Ax + A%x?2
No se puede extraer “A”

c) f(x,y) = x + ycos G)

«“1”

Es homogénea de grado

Ax

f(Ax,y) = Ax — Aycos (E)

e tyeos ()
= Ax — Aycos |—
Y Y

- 2 eos(2))

=2f(xy)

d) f(x,y) =Ilnx—Iny
Es homogénea ya que:
f(Ax,Ay) =Ilnix —Indy

=1 (Ax)




Ahora si ; una vez que usted reconozca que la ecuacién es homogénea
usted hard el cambio de variable:
y =vx = dy = vdx + xdv
Con lo cual hara que cualquier ecuacion homogeénea se transforme a
separacion de variables.
Como paso final se sustituye:
y

vV=—
X

Ejercicio 1. Resolver la ecuacidn diferencial.
2xydy + (x? — y?)dx =0
Solucién. Notamos que es una ecuacion homogénea de grado 2.
Meétodo 1
Por lo cual hacemos la sustitucion.
y =vx = dy = vdx + xdv
2x(vx)[vdx + xdv] + (x? — (vx)?)dx = 0
2x2v[vdx + xdv] + (x*> —v?x®)dx = 0
2x2v?%dx + 2x3vdv + x%dx — x*v?dx = 0
x2(v? + 1)dx + 2x3vdv = 0

dx 2v
2_|_1dv=0

dx
_[ f 2_l_lalv=0
C

Inx + In|v? + 1| =
In[x-(v?+1)] =InC

x(v? + 1) = C;sinembargo v = i—/

() ) memn () e

y2+x%=Cx

Método 2.
2xydy + (x2 — y?)dx = 0
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2xydy = (y? — x?)dx

dy (y*—x?)
dx  2xy
dy N du
= —_ — = B
YV =ux Tx u xdx
N du_uzxz—x2
u xdx_ 2xux
du_u2—1
dx  2u
du  (W+1)
dx 2u
f 2u du = dx
uz+1 w= x

In(u?+1)=—-Lnx+C,
In(u?+1) +Lnx =C,
In[(u?+1)-x] =LnC
w?+1):x=C
Realizamos el cambio u = %
2

((%) +1)-x=C

24 402
(y 22 )-x=C

y2+x%=Cx
Ejercicio 2. Resolver la ecuacion diferencial.
xy?dy + (x3—y3)dx =0

Solucion.
Notamos que es una ecuacion homogénea de grado 3. Por lo cual
hacemos la sustitucion.
y =vx = dy = vdx + xdv
x(vx)?[vdx + xdv] + (x3 — (vx)3)dx = 0
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x3v?%[vdx + xdv] + (x3 —v3x3)dx = 0
x*v2dv + x3v3dx + x3dx — x3v3dx =0
x*v2dv+ x3dx =0

dx
v2dv+—=0
X
dx
fvzdv+ —=0
x
Y iy =
g thx=c

v3+3lnx=c
v3=c—-3lnx
3
(Z) =c—3lnx
X
y3 =cx®—3x3Inx
Ejercicio 3. Resolver la ecuacion diferencial.

xdy = (y+\/y2 —x2) dx
dy _ (y+y7=22)

Solucion.

dx X

_ =>dy_ 4 du
y = ux dx_u xdx

du (ux +Vu?x? — xz)
u+xa= "

u
ut+x—=u++u?-1
dx

-[ du _jdx
w—-1 J x
C1

ln(u+ u2—1)=1nx+lnﬂ?

ln(u+ u? —1) = lnxC
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u++ut—1=xC

Realizamos el cambio u = %

i—/+ (%)2—1=xc

y+yy*-1
—_— = XC
X
y++y2—1=x%
Ejercicio 4.

Resolver la ecuacién diferencial.
y y y
[xsen (;) — ycos (;)] dx + xcos ( ) dy=0
Solucioén.
Notamos que es una ecuacién homogénea de grado 3. Por lo cual
hacemos la sustitucion.
y =vx = dy = vdx + xdv
[xsen (v) — vxcos(v)]dx + xcos(v)[vdx + xdv] = 0
xsen (v)dx — vxcos(v)dx + xvcos(v)dx + x%cos(v)dv = 0
xsen (v)dx + x%cos(v)dv = 0
dx cos(v)dv
sen (v)
dx cos(v)dv
j f sen (v)
Inx+1Insenv =(;

Inxsenv =Inc
xsenv =c

y
xsen —=~«c¢
X
Ejercicio 5.
Resolver la ecuacion diferencial.
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3xydx = [4x? — y?]dy
Solucién.
Notamos que es una ecuacién homogénea de grado 2.
dx [4x? —y?]
dy  3xy
Por lo cual hacemos la sustitucion.
dx dv
X =vy = d_y =v+ ya
dv _ [4v?y? —y?]
dy  3vyy
dv  [4v? —1]
v+ yd—y = —317
dv  [v?—1]
y@ D

3v d
fz dv = d
ve—1 y

3
ELn(v2 — 1) =Lny+LnC

v+y

Ln(v? — 1)% = Ln(yC)

3
w2 —1)Z = yC
Realizamos el cambio v = %

[X]Z % <x2 — yz 2

- —-1) =yC= =yC
< y ) g v ) g
Ejercicio 6.

Resolver la ecuacion diferencial.
dy x*+xy+y?
dx x2

Solucion.
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Desarrollamos la ecuacion:
x2dy = (x%? + xy + y?*)dx
Notamos que es una ecuacién homogénea de grado 2. Por lo cual
hacemos la sustitucion.
y =vx = dy = xdv + vdx
x2(xdv + vdx) = (x? + x(vx) + (vx)?)dx
x3dv + vx?dx = x*dx + x?vdx + (vx)?dx
dv. dx
1+v2  x

J‘ dv _ dx
1+v2 | x

arctgv = Ln |x| + C;
arctgv = Ln |x| + Ln |C]|
arctg v = Ln |xC]|
eadrctgv — 4
y
earctg(;) - xC

Ejercicio 7. Resolver la ecuacidn diferencial.

dy Y
a = sen (;) + ;
Solucion.
Desarrollamos la ecuacion:
xdy Yy
P xsen (;) +y

Y
xdy = [xsen (;) + y] dx
Notamos que es una ecuacion homogénea de grado 1. Por lo cual
hacemos la sustitucion.
y =vx = dy = xdv + vdx
x(xdv + vdx) = [xsen(v) + vx]dx
x2dv + vxdx = xsen(v)dx + vxdx
x?dv = xsen(v)dx
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dv dx
senv  x

dx

fcscvdv = | —

x
Ln |cscv — ctgv| = Ln |x| + C;
(W)

Lnc
Ln |cscv — ctgv| = Ln |xC]|
cscv — ctgv = xC

cSC (%) —ctg (%) =xC

g = v _ du
Método 2. y=ux=_—=ut+x_

du
ut+x—=senu+u
dx
f du  (dx
senu ) x
Ln(cscu —ctgu) =Lnx +LnC
cscu — ctgu = xC

csc (%) —ctg (%) =xC

Ejercicio 8.
Resolver la ecuacion diferencial.
Y
dy y+xex
dx X

Solucion.
Desarrollamos la ecuacion:

Y
xdy = (y + xe x) dx
Notamos que es una ecuacion homogénea de grado 2. Por lo cual
hacemos la sustitucion.
y =vx = dy = xdv + vdx
x(xdv + vdx) = (vx + xe V)dx
x2dv + vxdx = vxdx + xe Vdx
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x%dv = xe Vdx

dv _ dx
eV x
dx
fe” dv=| —
X
eV =1Ln|x|+ Ln|C|
eV = Ln |xC]|
y
ex = Ln |xC|
Ejercicio 9.
Resolver la ecuacion diferencial.
dy — x*+y?
dx xy
Solucién.

Desarrollamos la ecuacion:
—xydy = (x? + y*)dx
Notamos gue es una ecuacion homogénea de grado 2. Por lo cual
hacemos la sustitucion.
y =vx = dy = xdv + vdx
—x(vx)(xdv + vdx) = (x? + (vx)?)dx
—vx3dv — v?x%dx = x?dx + vZx?%dx
—vx3dv = x%2(1 + 2v?)dx
dv —dx
(1+2v2) «x

—dv _jdx
1+2v2) | «x

1
—ZLnll +2v?| = Ln|x| + Ln |C|

falta dar otra forma o valor de frontera
y(1) =2
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Ejercicio 10.

Resolver la ecuacién diferencial.
dy y?—3xy—5x?
dx x2

Solucién.
Desarrollamos la ecuacion:
x2dy = (y? — 3xy — 5x®)dx
Notamos que es una ecuacién homogénea de grado 2. Por lo cual
hacemos la sustitucion.
y=vx = dy = xdv + vdx
x2(xdv + vdx) = ((vx)? — 3x(vx) — 5x?)dx
Desarrollando y reduciendo la expresion.
x3dv = x*(v? — 4v — 5)dx
dv _dx
v2—4v—-5 x

f(v—;l)i—%:fi_x

Lo L] x| + C
6 p—243 HITh
' |v_5 = Ln x| + Ln |C|
6 Myl T MR
Y _
Ln|X = 6Ln |xC|
Y1
X
y — 5x P
Ln| x|=Ln|(xC)|
— 5x
i4 =x°C
y+x

Ejercicio 11.
Resolver la ecuacion diferencial.
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dy 3y3—x3
dx  3xy?
Solucién.
Desarrollamos la ecuacion:
3xy?dy = (3y3 — x%)dx
Notamos que es una ecuacién homogénea de grado 3. Por lo cual
hacemos la sustitucion.
y =vx = dy = xdv + vdx
3x(vx)?(xdv + vdx) = (3(vx)3 — x3)dx
3v2x*dv + 3v3x3dx = 3v3x3dx — x3dx

—dx
3vldy = —
x
2 dx
3|vidv=—| —
X
v3=—Ln|x|+Ln|C|
e?’ =£
x
3
X

Ejercicio 12.
Resolver la ecuacion diferencial.
dy Y
I sec (;) + p
Solucioén.

Desarrollamos la ecuacion:
xdy y
o xsec (;) +y
— Y
xdy = [xsec (x) + y] dx
Notamos gue es una ecuacion homogeénea de grado 1. Por lo cual

hacemos la sustitucidn.
y =vx = dy = xdv + vdx
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x(xdv + vdx) = [xsec(v) + vx]dx
x2dv + vxdx = xsec(v)dx + vxdx
x2dv = xsec(v)dx
dv.  dx

secv x
dx

f cosvdv = | —
X
senv = Ln|x|+ C;
Lnc
senv = Ln |xC|
y
sen (x) = Ln |xC]|

¢Alguien dijo prueba tus habilidades?
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogeéneas:
1—4x? —xy+y2+y (x> —xy+4y*) =0
Rpta.(x + y)(x3 +y3) =C
2.—xy =2x+ 3y
Rpta.y = cx3 — x

o)

Rpta.y +y%2 —x2 =Cx3e” #

Rpta.%y + sen%y =4Inx+C

5.—(x% —y®)dx — 2xydy = 0
Rpta.x3 —3xy? =C + sen%y =4lnx + C

dy 6x*—5xy —2y?

Rpta.(y — x)(y — 3x)° = C(y — 2x)*?
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2 3
7.—(x%2 — y®)dx —%dy =0

Rpta.x?(2y? —x?)(y?> +x?)? =C

dy Jx+y+x—y
' dx—\/x+y—\/x—y

Rpta.x +/x2 —y2=C
9.—(2\/xy —y)dx + xdy = 0

Rpta.xe\/% =C

10.—(x3 + y®)dx — xy?dy = 0
Rpta.y = xV/3LnCx

11. —2x%ydx — 3x3 +y3)dy =0
Rpta.(x3 + y3)? = cx?

12.— < x? —y? — yarcsen (g)) dx + xarcsen (%) dy=0

1 v\ _
Rpta.Ln x + Sarcsen ( ) =C

X
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Otros tipos de sustitucién
Son ejercicios donde realizamos determinados procedimientos, para
transformar a variables separables o ecuaciones homogéneas
Sandia 1.
Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
y _ .1
dx (x —y)?
Solucién
Aqui haremos cambio de variable.
u=x—-y=du=dx—dy
De aqui: dy = dx —du
dy 1

L=l
ax Ta—y?
dx—du_1 1

dx +ﬁ
dx—du_u2+1

dx —  u?

u?dx — u?du = u?dx + dx

—u?du = dx

—fuzdu=fdx
U3
—?=x+C

— w3 =3x+C=C=3x+u’
C=3x+(x—-y)?

Sandia 2.
Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
dy
—=(3 2-3
I Bx )
Solucion

Aqui haremos cambio de variable.
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u=3x+y=du=3dx+dy
De aqui: dy = du — 3dx
%z Bx+y)? -3
du — 3dx
dx
du — 3dx = u?dx — 3dx

=u?-3

x —
3x+y

Sandia 3.

Resolver la siguiente ecuacion diferencial.

dy )
a—Sen (x—y)

Solucién
u=x—-y=du=dx—dy
De aqui: dy = dx — du
% = Sen?(x — y)
dx —du
dx

dx — du = Senudx = (1 — Sen*u)dx = du

Cos?udx = du

dx = Sec?udu

= Sen’u

65



fdx = fSeczudu

x=tgu+C
x=tglx—y)+C

Sandia 4.
Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
dy
e Sx+y—2
Solucion

Aqui haremos cambio de variable.
u=5x+y—2=du=>5dx+dy
De aqui: dy = du — 5dx
dy

— =5 -2
dx x+y

du — 5dx
dx
du — 5dx = udx
du = (u + 5)dx
du
u+5_dx
du
fu+5=_fdx
Injlu+5|+InC=x
In|C(u+5)|=x

=u

Clu+5)=e*
Sandia 5.
Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
dy x?
dx  x3+y
Solucion

u=x34+y=du=3x%dx+dy
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De aqui: 3x2dx = du — dy desarrollamos.

s 5 s 3x%dx
(x°> +y)dy = x“dx = (x°> + y)dy = 3
du—d
udy = 3 24

3udy =du—dy = 3udy +dy =du
(3u + 1)dy = du

3u+1 f f3u+1

y = §Ln|3u + 1| + LnC
3y = Ln|C(3u+ 1)|
e =CBu+1)= e =C[3(x%+y) +1]
e’ = C[3x® + 3y + 1]

Sandia 6.
Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
dy
_:ex 2_2e2x +33x
dx y y
Solucién
Desarrollamos de forma adecuada.
dy
2 X 2X
= —2e*y+e
eXdx y Y

Aqui realizamos una sustitucion adecuada.
u=e*=du=e*dx
Reemplazamos

d
ﬁ=y2 —2uy + u?
dy
= —u)? =dy = (y—u)du

z=y—u=dz=dy—du
dy =dz+du
dz + du = z%*du = dz = (z? — 1)du
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dz

22_1=du
dz 4 1L z—1 LnC
= - — — —
fzz—l f u 2 nz+1| u—en
— z—1
Ln‘—|+LnC=2u:>Ln C<—>|=2u
z+1 z+1

C(z—l)_ »u
z+1 - ¢

Reemplazamos: z =y —u
C(y—u—1> _ p2u
y—u+1
Reemplazamos: u = e*

C y_ex_l :eZex
y—e*+1
Sandia 7.

Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
dy cosx cosxcosy

dx seny senxseny
Solucion
Desarrollamos la suma.
dy cosxsenx + cosxcosy

dx senxseny
dy _ cosx(senx + cosy)

dx senxseny

u = senx + cosy = du = cosxdx — senydy
De aqui: senydy = cosxdx — du desarrollamos.
senydy = ctgx(senx + cosy)dx
Reemplazamos: cosxdx — du = ctgx -u - dx

(cosx)

Ecuaciones de la forma: y - f(x,y)dx + xg(x,y)dy = 0
Para resolver este tipo de ejercicios se realiza la sustitucion:
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z xdz — zdx
xy:z=>y=;ademasdy=T
Ejercicio 28. Resolver la ecuacion diferencial.

(xy? + y)dx — (x*y — x)dy = 0
Solucion.

y(xy + 1)dx —x(xy —1)dy =0
Realizando el cambio de variable.

z xdz — zdx
z 1 — — ==
2 (z+ Ddx —x(z—1) [ " ]

Z2 VA Z2 VA
—dx+—-dx+zdz——dx—dz+—-dx =0
x X X X

2z
7dX+(Z— 1)dZ =0

2z
7dx+ (z—1)dz=0

de z—1
( ) dz =0

fdx f(z—l) o
2f7+fdz—_f;dz=0

2Inx+z—-lnz=C(;

Inx?—Inz=C,—z
2

In—=Inc—z

z

X2
—=ce’
z

X2

[ Ce_xy

Xy

x =cye ™
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Ejercicio 29. Resolver la ecuacion diferencial.
y(1+ 2xy)dx —x(1 —xy)dy =0
Solucidn. Realizando las sustituciones

z(1+2 )d a )[xdz—zdx]
. z)dx — x z 22

z 2272 z 72
—dx+—dx—dz+—-dx+zdz——dx =0
X X X X

2z 72
—dx+—dx—dz+2zdz=0
X X

72+ 22

dx+(z—1)dz=0
dx (z—l)dz_0
x  z2+2z
dx (z—-1)dz
[S+ =0
x z(z + 2)
dx (z—1)dz
[S+ [T =0
X z(z + 2)
dx SJ‘ dz 1 —dz_0

x+2

z+2+2 z

3 1
lnx+zln(z+ 2) —Elnz =(C
Inx2+3In(z+2)—lnz=¢,

Inx?2+1In(z+2)>—Inz=1Inc

[(xz)(z + 2)3]
In — =Inc

(x> (z+2)3
—=c
x)(z+2)3=cz
Realizamos el cambio de variable
x%(xy +2)3 = cxy
x(xy+2)°3=cy
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¢Alguien dijo prueba tus habilidades?

d
2 cos?(x +y)

dx
V2 (tan(x + y))
Rpta:—arctan| ———— | =x+C
P2 vz
dy 3
a =(x-y)

Rota: C —1L (x—y—1)? 1 . (Zx—2y+1)
pta:C—x=ln @i—2y+ D773 ﬁarcan

dy —(1+xy—x%?)

,Sug:u = xy

dx x? —x3y

Rpta:2Lnx + 2xy — x?y? =C
dy  y+yyx?y*+1
dx 2x

Rpta:/x2y* +1 = cy?x? — 1
2(x%y + T+ 22 dx +x*dy = 0,5ug: 2 = 2%

Rpta:xz(xzy +J1+ x4y2)
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Reduccidn a ecuaciones Homogéneas
Simplificacion: Al reducir una ecuacion a homogénea, estamos
simplificando su estructura, lo que facilita encontrar la solucion.
Método de solucion especifico: Las ecuaciones diferenciales
homogeéneas tienen un método de resolucion caracteristico, que consiste
en hacer un cambio de variable adecuado.

Amplio rango de aplicaciones: Muchas ecuaciones diferenciales que
encontramos en problemas de fisica, ingenieria y otras areas pueden
reducirse a homogéneas.
Ejercicio 1.
Resolver la ecuacion diferencial.

2(xy?+ 1)dy + y3dx =0
Solucion. Realizamos la sustitucion u = xy?

dut = y2dx + 2xy dy = dy = =Y 9%
u=y=ax + zxyay y = 2xy
Reemplazamos en la ecuacion:
du — y?dx
2w+ D |(————)+y%dx=0
2xy

(u+ 1)(du — y?dx) + xy? - y?dx = 0
(u+ 1)du — (u+ 1)y?dx + uy?dx = 0
(u+ 1)du—y?dx=0

(u+ 1du = %dx
u+1 dx
J =] T

u =
u X

u+lnu=ILnxC
u+ LnE =C
X
xy?+Iny?=C
Ejercicio 2. Resolver la ecuacidn diferencial.
(1 —x%y)dy + 2xy?dx =0
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Solucién. Realizamos la sustitucion u = x2y

) du — 2xydx
du =2xydx +x dy:dsz
Reemplazamos en la ecuacion:
du — 2xydx )
(1—u)<x—2)+2xy dx =20

(1 —w)(du — 2xydx) + 2x3y2dx = 0
(1 —-w)du— (1 —u)2xydx + 2uxydx =0
(1 —-wdu+ 2u—1)2xydx =0
(Qu —1)2xydx = (u — 1)du
2x?ydx  (u—1)du

x  (Qu-1)
2udx  (u—1)du
x  Qu-1)
2dx (u—1du
f x uu—1)
1 1
2Inx + LnC = f(ﬂ_ T — 1)du

1
2Ln(x-C) = Lnu — ELn(Zu -1

u?
4], C)=1L
n(x-C) n(Zu — 1>

2
4_

O =57
x*C(2x%y — 1) = (x%y)?
x*C(2x%y — 1) = x*y?
C(2x%y —1) = y?
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Ecuaciones Isobaricas
Ecuaciones Diferenciales Isobaricas: Una Conceptualizacion ¢Qué son
las ecuaciones diferenciales isobaricas? Las ecuaciones diferenciales
isobaricas son un tipo particular de ecuaciones diferenciales de primer
orden que, aunque no son homogéneas en si mismas, pueden
transformarse en ecuaciones homogéneas a traveés de un cambio de
variable adecuado. Esto las convierte en un tipo de ecuacion diferencial
reducible.
Caracteristicas principales: Grado de homogeneidad: A diferencia de
las ecuaciones homogéneas, en las isobaricas los términos no
necesariamente tienen el mismo grado de homogeneidad. Sin embargo,
existe una relacién especifica entre los grados de los términos.
Cambio de variable: La clave para resolver estas ecuaciones radica en
encontrar un cambio de variable adecuado que permita transformar la
ecuacion en una homogénea. Este cambio de variable suele involucrar
una traslacion de las variables.
Solucién: Una vez transformada la ecuacién en una homogénea, se
puede aplicar el método estandar para resolver ecuaciones homogéneas,
gue consiste en hacer un cambio de variable adicional y separar
variables.
Ejercicio 3. Resolver la ecuacion diferencial.
(y* — 3x?)dy = —xydx
Solucién.
Para este ejercicio se tiene que realizar otro tipo de sustitucion.
y=2%=dy =aZ% 'dz
[(Z9)* - 3x?][aZz% Ydz] = —x(Z%)dx
* [Z24¢ — 3x?)[aZ% 1dz] = —xZ%dx
[25¢71 — 3x2Z% Vadz = —xZ%dx
Paraser homogéneabsa—1=24+a—-1=1+a

1 1
~» a == Reemplazamos en “x”y = 7z = Z = y?
2
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1 -1 1
[Z? — 3x?] [EZsz] = —xZ2dx
[Z%2 — 3x?]dz = —2xZdx
x =vZ = dx = Zdv + vdz
[Z2%2 — 3(wZ)?|dz = —2(vZ)Z[Zdv + vdz]
Z%dz — 3v?Z%dz = —2vZ3dv — 2v?Z?%dz
Z%dz —v?Z%dz = —2vZ3dv
(1 -v3)Z%dz = —2vZ3dv
(1 —v?®dz = —2vZdv
dz —2vdv
T 1-—p2
dz 2vdv
f fvz -1
InZ=In(wv?-1)+Inc
InZ =In[c(v? — 1)]
Z=c(wv?-1)

v =e([3] - 1)
()
yi=cl—p
2o, <x2 _ [y2]2>
YT

y® = e~ y%)
Ejercicio 4. Resolver la ecuacion diferencial.
(x + y®)dx + 3y® — 3y%x)dy = 0

Solucién.
Para este ejercicio se tiene que realizar otro tipo de sustitucion.
y=2%=dy=aZ%'dz
* (x + (Z9¥dx + 3(Z%)° — 3(Z%)%x)(aZ* 1dz) = 0
(x + Z3®)dx + (325% — 32?%%x)(aZ% 1dz) = 0
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(x + Z3%)dx + (32°¢°1 — 373%"1x)adz = 0
Para ser homogénea
1=3a=6a—-—1=3a—-1+1

1
La== Reemplazamos en“*"y=73=7=1y3

(x + ZYdx + (32 — 3x) (%) dz=0

(x+2Z)dx+(Z—-x)dz=0
x=vZ =dx =Zdv+vdz
WZ+2Z2)(Zdv+vdz) + (Z —vZ)dz =0
vZ%dv + v?Zdz + Z?dv + vZdz + Zdz — vZdz = 0
vZ?dv + Z?dv + v?Zdz + Zdz = 0
Z?(w+Ddv+Z(w?+1)dz=0

wv+1) dz

(2+1)d —O

J‘ J‘dz 0
(v2 +1) (v? + 1)
Elnlv2 + 1| + arctgv + LnZ = C

1

L |(x)2+1|+ tg= +LnZ =C
v=>=sh|(5 arctg +LnZ =
, 1 X \? x 3
Z=y :Eln (F) +1 +arctgF +Lny° =C
2 X
Eln —+ 1‘ +arctgF +Lny3=C
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Lineales, pero no homogéneas

Ejercicio 5. Resolver la ecuacidn diferencial.
Bx+2y+1)dx—Bx+2y—1)dy =0

Solucion.

Notar que por los niimeros “1” y “-1” no son homogéneas.

Realizaremos la sustitucion: z = 3x + 2y = dz = 3dx +
dz-3dx

2dy 6dy =
dz — 3dx
(z+1)dx—(z—1)[T] ~ 0
2(z+ 1)dx = (z—1)(dz — 3dx)
2zdx + 2dx = zdz — 3zdx — dz + 3dx
5zdx —dx = zdz — dz
(5z—1dx =(z—-1)dz
(Z —1)dz
dx = "5z—1

foe i
fdx_”__ z/—51]

x——z——ln(52—1)+c

5
25, = In(5z -1
Tx—Zz—n(z— )+c

25 5
Tr Z(Bx +2y)+In(5QBx+2y)—1)=c

25 5
7" —Z(Bx +2y)+In(15x + 10y —1) =c¢

Ejercicio 6.
Resolver la ecuacion diferencial.
Cx+2y—-1D+y'(x+y—-2)=0
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Solucion.
dy
[2(x+y)—1]+a(x+y—2)=0

Rx+y)—1ldx+ (x+y—2)dy =0
Notar que por los niimeros “-1” y “-2”” no son homogéneas.
Realizaremos la sustitucion:
z=x+y=dz=dx+dybédy =dz—dx
(2z—1dx+ (z—2)[dz—dx] =0
2zdx —dx + zdz — 2dz — zdx + 2dx = 0
zdx +dx +zdz —2dz =0
(z+1dx+(z—2)dz=0
(z-2)
(z+ 1)

z-2)
fdx+ (+1)dZ_0

fdx+fdz— e +1)
x+z—-3Llnlz+1|=C

Reemplazando: z = x + y
x+x+y=3LnC+3Lln|x+y+1|

2x +
Y _ Ln|C(x +y + 1)|

3
2x+y
e 3 =Clx+y+1)

dx + =0

Ejercicio 7.
Resolver la ecuacion diferencial.
By—7x+7)dx —(7y —3x+3)dy =0
Solucion. Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales.
3y—=7x+7=0
{7y —-3x+3=0
Una vez encontrado los puntos de interseccion hacemos la sustitucion.

=x=1Ay=0
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{x=w+1:>dx=dw
y=2z dy =dz
B@—-7(w+1)+7ldw — [7(z) = 3(w + 1)+ 3]dz =0
(Bz—7w)dw + (7z —3w)dz =0
Ahora siendo la ecuacion homogénea realizamos la sustitucion:
z=vw = dz = wdv + vdw
[B(vw) — 7w]dw + [7(vw) — 3w](wdv + vdw) =0
3vwdw — 7Twdw + 7vw?dv + 7v?wdw — 3w?dv — 3vodw = 0
7v2wdw — Twdw + 7vw?dv — 3w?dv = 0
w? -1 7wdw + (7v — 3)w?dv =0
Twdw (7v—3)dv 0

w? vZ—1
7dw (7v —3)dv
[Zlo, [QDa_,
w ve—1
; dw+7f2vdv 3_[ dv _ 0
w 2J)vi-1 v2—1
7 ) 3 v—1
7lna)+§ln(v _1)_Eln(v+1>=61
71 +21(2—1)+§1(2—1)—51 (v_1>—c
nw nw ZDU va+1 =(;
71 +21(2—1)+§[1(2—1)—1 (”_1>]—c
nw n\w 2 n\w nv+1 =(;

3
7Inw + 2In(v? — 1) +§ln(v +1)2=(

7lnw +2In(w? —1) +3In(v + 1) = Inc
7Inhw+2In[v+ D@ -1D]+3In(v+1) =lnc
7Inw+2In(v+1)+2In(lv—1)+3In(v+1) =lnc

7Inw+5In(v+1)+2In(v—1) =Inc

Inw” +In(v + 1)°> +In(v — 1)? = Inc
In[(w)(v+1)°>(v—1?] =Inc
w’ v+1)w-1)2%=c
Realizamos el cambio de variable
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o (Zr1) (E-1) =c

o7 (FEO) 22y <

7 (z+ w)®(z—-w)?

w® w?
Sz +w) (z—-w)?
w =
w® w?

z+w)P(iz-w)=c
Realizamos el Gltimo cambio de variable.
y=zAx=w+l=>w=x-1
+x—-1D@y-x+1)2%=c
¢Alguien dijo prueba tus habilidades?

Otras sustituciones
1.—(x%y? + 1)dx + 2x%dy = 0

11
sug. (u = xy) Rpta. oy + ELnx =C
2.—(x%y? + Dydx + (xy — 1)?xdy = 0

1
sug. (u = xy) Rpta. Cy2 = e x»
Ecuaciones Isobéricas
3.—y3dx + 2(x? —xy?)dy =0
sug. (y = z%) Rpta. y? = xLn ky?
4. —(9x%y? —xy — 1)dx —x?dy =0
sug.(y = z%) Rpta.y = 1-Cx

g-v Y = Sxraxic

5.—(y® —x)dx + B3xy? + y5)dy =0
sug.(y = z%) Rpta. y® + 6xy3 —3x2 = C
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Lineales, pero no homogéneas
6.—(3x+y—15)dx + (6x + 2y —5)dy =0
Rpta. 5x —2(3x+y) + 5Ln(3x +y) =C

7.-2x+y—-1dx+ (x—2y+3)dy =0
Rpta. x> +xy —y? —x+3y=C

8.—(4x+3y—11)dx+ (2x+y—5)dy =0
1/3

2/3
y—1 ) (y—l ) _ C
Rpta.(x 2+1 x—2+4 =3

9.—(2x =5y +3)dx—(2x+4y—6)dy =0
Rpta. (4y —x—3)(y+2x—3)>=C

10.—By —7x+7)dx — (7y —3x+3)dy =0
Rpta. (y —x+ 1)?(y+x—-1)°=C

11.—(2x% + 3y%? — Pxdx — (3x% + 2y? — 8)ydy = 0
sug:u = x2,v = y?
Rpta. (x? —y? —1)> = C(x? + y?> - 3)
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Ecuaciones diferenciales Exactas
Una ecuacion diferencial exacta es un tipo particular de ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden que se puede expresar en la
forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Para que la ecuacion diferencial sea exacta se debe cumplir:

oM 0N

ox  dy
En algunas ocasiones las ecuaciones exactas con una buena agrupacion
de términos se pueden integrar término a término.
Ejemplo: xy*dx + (2x%y3 —y)dy = 0

oM ON

) 3:_22 — -
3y (xy) Xy (xy y) I

Se puede multlpllcar por 2y agrupar de forma conveniente.
2xy*dx + 4x?y3 — 2ydy = 0
d(x2y*)
Que es facilmente integrable, de hecho, a este proceso lo
denominamos resolucion a golpe de vista.
El proceso para la resolucion de ecuaciones exactas es la siguiente, sea
F(x,y)=C

oF oF
dF = a—dx + @dy M(x,y)dy + N(x,y)dx
Donde:

oF [
Sodx = MG,Y)dxy FGoy) = [ MG y)dx +6 ()

Donde [ * indica que la integracion “y” se ha tratado como una constante

Ls 99

y ¢ (y)es la constante (con respecto a

oF d
ay 6 <f M(xy)dx>+d—§—N(x y)

De donde Z—y = ¢’(y), y por tanto, se puede hallar ¢(y).

x”) de integracion. Con lo cual.
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Ejercicio 1.-
Resuelva la ecuacion diferencial.
x2x?+y2) +y(x?+2y?)y =0
Solucion. Desarrollamos la ecuacién
(2x3 + xy?)dx + (yx? + 2y3)dy = 0

M N

oM 5 A ON 5 oM 0N
—_—= —_— = - — = —
Xy dx xy dy Ox

Partimos de M (x,y)

F = fx(Zx3 + xy?)dx + f(y)

4 2

_X Xy

Una vez integrado la funcién, realizamos la derivada parcial con

[IP9%4)

respecto a 'y

2

oF
——=yx*+f()

dy
Por dato del problema tenemos:
o N =yx? +2y3
ay T yx y
Igualamos

yx? + f'(y) = yx* +2y°
) =2y
Seguido integramos
[ror=[2ray

4

A
f =5
Reemplazamos en “I”
x4 x2y2 4
N A A
2 2 2



x*+xly?t+yt=c
Ejercicio 2.
Resuelva la ecuacion diferencial.
(3x%2 —2x —y)dx+ 2y —x+3y*)dy =0
Solucion. - Desarrollamos la ecuacion
oM 1A ON 1 oM ON
_ - _— - = — = —
dy dx Jdy Ox
X
F= f (3x%2 = 2x —y)dx + f(y)

F=x3—-x2—xy+f()..(x)
oF ,
3y —x+f'(y)
oF
3y ="
—x+f'(y) =2y —x+ 3y’
f') =2y +3y?

ff’(y) =f2y+3y2 dy

f) =y*+y*
Reemplazamos en ()

oox3

—xt—xy+y*+y3 =c¢
Ejercicio 3.
Resuelva la ecuacion diferencial.

1 1
(seny+ysenx+;)dx+(xcosy—cosx+;)dy=0

Solucioén.- Desarrollamos la ecuacion
oM N A N N _ oM _ON
ay = Ccosy sen x ax = CosYy senx ay = ax

Para este caso partiremos de N (x, y)
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y 1
F=f (xcosy—cosx+;)dy+g(x)

F =xseny —ycosx+Iny+ g(x)..()
Derivamos con respecto a “x”

oF )

azseny+ysenx+g (x)
Por dato del problema:

oF 1

az M = seny+ysenx+;

Igualamos

1
seny +ysenx + g'(x) =seny+ ysenx +;

@ =~
g)=-
Integramos
1
fg x) = f;
g(x) =Inx

Reemplazamos en “I”
xseny —ycosx +Iny+lnx =c
xseny —ycosx +lIlnxy =c
Ejercicio 4.
Resuelva la ecuacién diferencial.
(x? —y)dx —xdy =0
Solucioén. - Desarrollamos la ecuacion
oM ON oM 0N
E =-1 N a =-1= E = a
y
F= [ ody+ g

F=—-xy+g(x)..(*)
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oF )
—=-y+g'(x)

dx
OF _
ox
—y+g(x)=x*~y
g'(x) = x*
[ g0 =[x ax
3
X
glx) = 3
Reemplazamos en (*)
X3
S=xy + ? =c

x3—-3xy=c
Ejercicio 5.
Resuelva la ecuacion diferencial.

(x2 + y?)dx + 2xydy = 0
Solucioén. - Desarrollamos la ecuacion
oM 0N oM 3 ON

— =2y N —=2y=>—=—
dy Y dx y dy Ox

F= fx(x2 +y2)dx + f(y)
3

X
F=—Z+xy’+f)

oF )
3y - 2xy + ()
oF
@ == N
2xy + f'(y) = 2xydy
ff)=0
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ff’(y) =f0dy
f)=c
X3

S—+ 2 =
3 Twi=c

Ejercicio 6.
Resuelva la ecuacion diferencial.

(x + ycos x)dx + sen xdy = 0
Solucion.

Desarrollamos la ecuacion

oM _6N=>6M_6N
ay_c"”_ax dy  ox

F = fx(x + ycos x)dx + f(y)

x2
F = 7+ysenx + f(y)

oF )
ay =senx+ f'(y)
oF
@:
senx + f'(y) =senx

f=0

ff’(y) =f0dy
2f(y)=c

X
> + ysenx =c¢

N

Ejercicio 7.
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Resuelva la ecuacion diferencial.

(1+e2%)dp +2p€29d = 0
Solucioén. - Desarrollamos la ecuacion

oM
00

_6N:>6M_6N
~ap dy ox

p
F= f (1+e2%)dp + ()

F=p+p€%+£(6)

2e29

‘;—Z =2p€2%% 1 £ (0)
oF _
=
2p€20 + £(9) = 2pe??

f(@)=0

[r@=]oaw
f@)=c

~p+pe2f =¢

Ejercicio 8.
Resuelva la ecuacion diferencial.

(2x+3y+4)dx+ Bx+4y+5)dy=0
Solucion.

Desarrollamos la ecuacién

oM
ay_

_ON_0M 0N
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y
F=f Bx+4y+5)dy + f(x)
F =3xy +2y% + 5y + f(x)

aF_3 s

oF
ax
3y+f(x)=2x+3y+4
ff(x)=2x+4

ff'(x)=j2x+4dx

f(x) =x? +4x
2 3xy+2y2+5y+xt+4x=c

Ejercicio 9.
Resuelva la ecuacion diferencial.
(4x3y3 + 1) dx + (3x4y2 - l) dy =0
X y
Solucién. - Desarrollamos la ecuacién

oM ON O0M ON
—=12x3y?=— = —=—
dy d0x dy Ox

* 1
F = f (4x3y3 + ;) dx + g(y)

F=x*3+Inx+g(y)

JoF 42 ,
—ay=3x y-+g9 W)
JoF
- N

89



1
3x*y? + g’ (y) = 3x*y? — "

()——1
g0 ==3
1
o= (-1,
fgw) f yy
g(y) =—Iny

cx*y34+nx—Iny=c
X
sxtyd+in—=c
Ejercicio 10.
Resuelva la ecuacion diferencial.

(x\/m—y)dx+(y x2+y2—x)dy=0

Solucion.
Desarrollamos la ecuacién
oM xy 1_6N$6M_6N

dy  [x2 +y2 ~ Ox dy  ox

X

F=f (x\/x2+y2—y)dx+g(y)

1 3
F=30+yH)2=xy+90)
oF ——— )
5§=y-X+y -x+g9 )

oF _
dy -
WX +y2—x+g' () =yJx2+y?—x
g =0

[go)=[oay
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gly)=c
1 3
§(x2 +y2)2—xy=c
Meétodo adicional para resolver

Siendo: M(x,y)dx + N(x,y) =0
La formula para resolver la ecuacion diferencial exacta es:

fo(x,y)dx + f N(a,y)dy =C

Ejercicio 11.
Resuelva la ecuacion diferencial.
x+y+Ddx—(y—x+3)dy=0

Solucion.

Resolviendo por el método tradicional.
oM ~ ON OM ON
o ' Tm Ty ox

y
F=f (x—y—3)dy + f(x)
y2
F=xy—7—3y+f(x)

oF .
a—}"l'f(x)
oF
==
y+f(x)=x+y+1
ff(x)=x+1

ffx)=[x+1dx
fro-).
f(x)=7+x

2 XZ

-'.xy—y?—3y+7+x=c
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Método 2.
Aplicamos la formula:

fo(x, y)dx + f N(a,y)dy =C

[Pt) [PV

Para la segunda integral reemplazamos “a” en “x

fx(x+y+1)dx—f(y—a+3)dy=0

x? g 2
y
(7+yx+x> —<7—ay+3y> =C

x2+ + a2+ + a y2+ Jy=C
> tyxtx > tay+a > tay—-3y=
x2 a? y?
—+tyx+x———-ay—a——7+ay—-3y=C
2 2 -~ 2

—— 0

0
x2 2

7—7+yx+x—3y=C

Si solo esta la constante “a” esta se elimina.

Ejercicio 11.
Resuelva la ecuacion diferencial.
(ycosx + y3)dx — (senx + 3xy?)dy = 0
Solucion
Aplicamos la férmula:

fo(x, y)dx + f N(a,y)dy =C

Para la segunda integral reemplazamos “a” en “x”
X
f (ycosx + y3) dx — f(sen(a) + 3ay?®)dy =0
a

(ysenx + xy3)* — (ysen(a) + ay®) = C
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ysenx + xy3 — (ysen(a) + (a)y?) — ysen(a) —ay® =C
ysenx + xy3 — ysen(a) — (a)y>® — ysen(a) — ay® =
3 _

ysenx + xy3 —y sen(a) — (a) y3 —ysen(a) —ay3=C
—— ) N ——’ L
0 0 0 0
ysenx + xy3 =C
Si solo esta la constante “a” esta se elimina.

¢Alguien dijo prueba tus habilidades?
Resolver las ecuaciones diferenciales
1L.—x(2x?+y?) +y(x? +2y?)y =0
Rpta. x* + x2y?2 + y* = C

2.—(3x% + 6xy?)dx + (6x%y + 4y3)dy = 0
Rpta. x3 + 3x2y2 + y* = C
3 <1+2)d +<1+2 )d =0
=g+ 2x)dx " yldy =
Rpta. xye* *¥* = ¢

4.—(y® —1)e¥dx + 3y?(e*+ 1)dy =0
Rpta. y3e* —e* +y3 =C

5.—(4x3y? — 6x%y — 2x — 3)dx + (2x*y — 2x3)dy = 0
Rpta. x*y? — 2x3y —x2 —-3x=C

6.—(2xy + 2y")dx + (x? + 8xy3 — 5)dy = 0
Rpta. x2y + 2xy* -5y =C

7.—(2x3+3y)dx+ Bx+y—1)dy =0
Rpta. x* + 6xy +y2 -2y =C
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Solucion de ecuaciones diferenciales exactas a golpe de vista

Ejercicio 11.
Resuelva la ecuacion diferencial.

3xdx +2dy =0

Solucion.
Aunque es una ecuacion de variables separables rescatemos su
principio de solucion.

f3xdx+j2dy=0
2

— 3+ 2y =
2+yc

¢Lo notaste? Si tenemos un diferencial hecho su integral sera
inmediata.

Ejercicio 12.-Resuelva la ecuacion diferencial.

3x(xy —2)dx + (x3 + 2y)dy =0

Solucioén. Aqui se empezara a reconocer ciertos patrones en las
ecuaciones diferenciales para una mas rapida solucion.

(Bx%y — 6x)dx + (x3 + 2y)dy = 0
3x%ydx — 6xdx + x3dy + 2ydy = 0
3x%ydx + x3dy + 2ydy — 6xdx = 0

fd(x:"'y) +f2ydy—f6xdx =j0

x3y+y?—-3x2=¢

Ejercicio 13.-Resuelva la ecuacion diferencial.

eYdx + (x€Y - 2y)dy =0

Solucion. - Desarrollamos la ecuacién

oM ON 0M ON
_— = V = — = — = —
dy d0x dy Ox
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€Vdx + xeYdy — 2ydy =0

f(xey)—IZydy=f0

x€Y —y? =
Ejercicio 14.-Resuelva la ecuacion diferencial.

sec?xtgydx + sec?ytgxdy = 0
Solucioén. - Desarrollamos la ecuacion

oM , _aN:GM_aN
3y = sec“xsec’y = ) 3y =
j (tgxtgy) = f 0
tgxtgy = ¢

Ejercicio 15.-Resuelva la ecuacion diferencial.

(y? — 2xy + 6x)dx + (—x? + 2xy — 6)dy = 0
Solucion. Aqui se empezara a reconocer ciertos patrones en las

ecuaciones diferenciales para una mas rapida solucion.

oM dN oM ON
@=2y—2x=a=>5=a
y2dx — 2xydx + 6xdx — x*dy + 2xydy — 6dy = 0
y2dx + 2xydy — 2xydx — x%dy + 6xdx — 6dy = 0

y2dx + 2xydy — (2xydx + x?dy) + 6xdx — 6dy = 0

jd(xyz) —fd(xzy)+j6xdx—f6dy =j0

xy? —x?y+3x2—-6y=c
Ejercicio 16.-Resuelva la ecuacion diferencial.

(x2—x+y?)dx+ (—y€Y + 2xy)dy =0
Solucion. - Desarrollamos la ecuacion
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oM ON oM ON
dy dx dy 0Ox
x%dx — xdx + y*dx — y€Ydy + 2xydy = 0

x%dx — xdx + 2xydy + y?dx — y€Ydy = 0

fxzdx—fxdx+fd(xy2)—fyeydy=fO

2

x3 x
———=+4xy:-[yery-ev¥]=c
3 2

x3  x?
?—7+xy2—yey+ey=c

Ejercicio 17.-Resuelva la ecuacion diferencial.

2xy —1 x+3
24 dx + 5 Y
y y
Solucidn. - Desarrollamos la ecuacion

dy=0

oM 1 oON oM 0N

—_—_— e — = —

oy y? Ox dy  0x
ldx xdy 3

2xdx ——+—-+—-dy =
y y y

dx xd 3
y }’_I_

2xdx—?+y—2
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Ecuaciones diferenciales Inexactas
Si la ecuacion no es exacta se podra transformar a una ecuacién exacta
al multiplicar la ecuacion original por un factor, este se puede obtener
de 3 formas.

a) Si
oM _oN
D )

Para este caso el resultado es una funcion solo de “x”

Entonces e/ /)4 serg un factor integrante.
b) Si

ON oM
dx _Jy
— - g

Para este caso el resultado es una funcién solo de “y

Entonces e/ 9)9Y sera un factor integrante.

c) Si la ecuacion diferencial es homogénea y ademas:
1

Mx+Ny
d) si la ecuacion diferencial se puede escribir como:
yf (xy)dx + xg(xy)dy = 0, donde f(xy) # g(xy)

1 .
es un factor mtegrante
Mx—Ny

Mx + Ny # 0, entonces es un factor integrante.

Ejercicio 1.
(2x%y + 2y +5)dx + (2x3 + 2x)dy = 0
Solucién. Realizamos las derivadas parciales:

(M o2t
M =2x?y+2y+5 S )y
N =2x3 + 2x oN 2
—=6x“+2
ox
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No es exacta, por lo cual buscamos su factor integrando, al desarrollar
la resta resulta la variable “x”, entonces entra en el primer caso:

()_1<6M 6N>
flx ~ N\dy ox
== [2x* +2 — (6x* +2

f() = 5= 227 + 2= (6x> + 2)]

o) = —4x? . —2x

flx T2x3 4+ 2x x2+1

_—Zxd 2 1
u=elfdx — eIx2+1 X — g-Ln(x?+1) —
xZ+1

Multiplicamos el factor integrante a la ecuacion:
(2y(x2+1) +5) (2x(x? + 1))
dx +
x2+1 x%+1
(2y+x2 n 1)dx+ 2xdy =0
Siendo una ecuacion exacta.

dy=0

2ydx + 2xdy + dx =20

d(2xy)

fd@ )+5f “ ¢
Xy x2+1
2xy + 5arctan(x) = C

x2+1

Ejercicio 2.
(e* +xe¥)dx + (xe¥)dy =0
Solucién. Realizamos las derivadas parciales:

(aM_ y
M=e*+xe¥ ay—xe no es exacta
= xe¥ '
N = xe (Z_]::ey
()_1<6M 6N>
fx T N\dy ox
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1 vy _ex—-1) x-1
f(x)—m[xe —e¥] = Y T T
b

x—1 e
u = el f@ax — JJ=757ax _ jx-Lnx _ Z_
X
x x

e e
—(e* +xe¥)dx + — (xe¥)dy =0
X X Y

02X
—+ eV |dx+e*Vdy =0
x

Siendo una ecuacion exacta.
2Xx

e
e*Vdx +e**Vdy +—dx =0
d(e*tY) X

er
fd(ex+y)+f—dx =C

X

x g2t
ex+y+f —dt=C
o t

Ejercicio 3.
(2xy? = 3y3)dx + (7 — 3xy?)dy = 0
Solucioén. Realizamos las derivadas parciales:

( (a_M=4xy_9y2

M = 2xy? —3y3 ooy

N =7 — 3xy? N 302
ox Y

No es exacta, por lo cual buscamos su factor integrando, al desarrollar

la resta puede reducirse a la variable “y”, entonces entra en el segundo
Caso:

()_1(6N (’)M)
gy_M dx Jdy

[ 2 _ _ 2
g(y)—2xy2_3y3[ 3y“ — (4xy — 9y“)]
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6y? —4xy —2y(x—-3y) 2

g(y)zyz(Zx—3y)_ y2(2x—3y) y

-2
u = efg(Y)dy = ef7dx o e—ZLny — iz
y

Multiplicamos el factor integrante a la ecuacién:
1 1
— (2xy? =3y3)dx + — (7 = 3xy*)dy = 0
y y
7
(2x — 3y)dx + (}7 - 3x) dy =0

Siendo una ecuacion exacta.

7
2xdx — 3 (ydx + xdy) + —dy =0
d(xy) y

7
ijdx—3fd(xy)+dey=C
1
x*?—=3xy——=C
y

Ejercicio 4.
X
dx + [;—seny]dy =0

Solucién. Realizamos las derivadas parciales:

( (aM
M=1 v
X % no es exacta
N=;—seny ON 1’
ax y
()_1(6N (’)M)
v ~ M\ox dy
o) 1[1 O] 1
gOy) =<~V ==
1Ly y

fldx
u:efg(J/)dY=ey =eLny=y
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X
ydx+y[;—seny]dy=0

ydx + (x — yseny)dy
Siendo una ecuacion exacta.

ydx + xdy — ysenydy = 0

d(xy)
fd(xy) + fysenydy =C
xy + ycosy —seny = C

Ejercicio 5.

(x*+yHdx —xy3dy =0
Solucion. Realizamos las derivadas parciales:

( (OM _ , 3
M =x*+y* oy =
5 = , Mo es exacta
N =xy oN .
ax_y
1/0M 0N 1 3y3
— (Y T a3 31 =2
&) N(Oy 6x> xy3[y vl xy3
3
f(x)—;

3
u= efg(x)dx — efydx = 3Lnx — 4,3

Al ser una ecuacion homogénea, podemos escoger el siguiente factor
integrante:
B 1
Tty Hx = (xyy
B 1
C x5 4 xyt — xyt
1
U= x5

U

u

Multiplicamos:
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1 1
= (x4’+y4)dx—F-xy3dy =0
1y y?
<;+F)dx—ﬁdy= 0
1 y* y?

1_y*

fld +fd LY e
x 47 x%)
4
y
L A
nx+ oo Cc
De esta pregunta entendemos que hay muchos tipos de factor

integrante.

Ejercicio 6.
y(Qxy + 1)dx + x(1 + 2xy — x3y3)dy =0
Solucion.

1
“_y(ny+1)-x—x(1+2xy—x3y3)-y
1
H= 2x%2y2 + xy — xy — 2x%2y? + x4yt
1
u= x4yt

Multiplicamos:

cyQ2xy + Ddx + ~x(1+ 2xy —x3y3)dy =0

x4y4-

(s )+ (g + g~ ) dy =0
x3y2 x4y3 X x3y4 x2y3 y Yy =

x4y4
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2dx 2d dx d d
+ 2y T A
x3yZ " x2y3 " x4y3 " x3y% Ty

-1 -1
d<x2y2) d(3x3y3>

[ 4l + [ almm) -5 =¢
nyZ 3-x3y3 y_

=0

Solucion de ecuaciones diferenciales exactas a golpe de vista
Ejercicio 11.

Resuelva la ecuacion diferencial.

3xdx +2dy =0
Solucién.
Aunque es una ecuacion de variables separables rescatemos su
principio de solucion.

f3xdx+f2dy=0
x2

2 fo2y=
2 TYEC

¢Lo notaste? Si tenemos un diferencial hecho su integral sera
inmediata.

Ejercicio 12.
Resuelva la ecuacion diferencial.

3x(xy —2)dx + (x3+ 2y)dy =0
Solucion. Aqui se empezara a reconocer ciertos patrones en las
ecuaciones diferenciales para una mas rapida solucion.

(3x%y — 6x)dx + (x3 + 2y)dy = 0

103



3x%ydx — 6xdx + x3dy + 2ydy = 0
3x%ydx + x3dy + 2ydy — 6xdx = 0

fd(x?’y) +nydy—f6xdx =f0

x3y+y?-3x2=c
Ejercicio 13.

Resuelva la ecuacion diferencial.

eVdx + (x€Y —2y)dy =0
Solucioén. - Desarrollamos la ecuacion

6M_ey_6N:>6M_6N
dy ~ ox dy ox
eYdx + xeYdy — 2ydy = 0

f(xey)—J_Zydy=fO

x@Y —yt=c¢
Ejercicio 14.

Resuelva la ecuacion diferencial.

sec?xtgydx + sec’ytgxdy = 0
Solucion.

Desarrollamos la ecuacién

aM_ ) ) _6N=>0M_0N
3y = sec“xsec”y = ) 3y =
f (tgxtgy) = j 0
tgxtgy = c
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Ejercicio 15.
Resuelva la ecuacion diferencial.

(y? — 2xy + 6x)dx + (—x? + 2xy — 6)dy = 0
Solucion. Aqui se empezara a reconocer ciertos patrones en las

ecuaciones diferenciales para una mas rapida solucion.
oM ON O0M ON
EzZy—szaﬂgza
y2dx — 2xydx + 6xdx — x*dy + 2xydy — 6dy = 0
y2dx + 2xydy — 2xydx — x%dy + 6xdx — 6dy = 0
y2dx + 2xydy — 2xydx + x*dy) + 6xdx — 6dy = 0

fd(xyz) —fd(xzy)+f6xdx—f6dy =f0

xy? —x?y+3x2—-6y=c
Ejercicio 16.

Resuelva la ecuacion diferencial.

(x2—x+y¥dx+ (—y€Y + 2xy)dy =0
Solucién. - Desarrollamos la ecuacién

oM JdN oM ON
_— = — = —
dy d0x Jdy Ox
x%dx — xdx + y*dx — y€Ydy + 2xydy = 0

x2dx — xdx + 2xydy + y*dx — y€Ydy = 0

fxzdx—jxdx+_[d(xyz)—jyeydy=j0

x3  x?
T 2 _ y_@v] =
3 2+xy [ye eY]=c
x3  x?
T 7 +xy?—yeY+e¥=¢c
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Ejercicio 17.-Resuelva la ecuacion diferencial.

2xy—1 x + 3y

dx + )2 dy=20

Solucion. - Desarrollamos la ecuacion

oM _1 _ON_ oM _0N
dy y? ox dy  ox

ldx xdy 3
2xdx ——+-—+—-dy =0
y y y
dx xd 3
2xdx—y—2+ yzy —dy =
ydx xdy 3
ZXdX——Z ? —d_'y=
xdy —ydx 3
2xdx + 4 zy —dy =
y y
x 3
fodx+fd(—)+f—dy=f0
Y y
x2+f+3lny=
y

Ecuaciones diferenciales Inexactas
Si la ecuacion no es exacta se podra transformar a una ecuacion exacta
al multiplicar la ecuacion original por un factor, este se puede obtener
de 3 formas.

a) Si
oM _oN
P )

Para este caso el resultado es una funcidn solo de “x”
Entonces e/ 74 sera un factor integrante.
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b) Si

oN _om

ox 0y _
v = 90)

Para este caso el resultado es una funcién solo de “y
Entonces e/ 9)9Y sera un factor integrante.
¢) Si la ecuacion diferencial es homogénea y ademas:

1
Mx + Ny # 0, entonces TNy

d) si la ecuacion diferencial se puede escribir como:
yf (xy)dx + xg(xy)dy = 0, donde f (xy) # g(xy)

1 .
es un factor integrante
Mx—Ny

es un factor integrante.

Ejercicio 1.
(2x%y + 2y + 5)dx + (2x3 + 2x)dy = 0
Solucion. Realizamos las derivadas parciales:

aM—22+2
M=2xzy+2y+5:> dy X
= 2x3 oN
N =2x>+ 2x N 6x? 42
ox

No es exacta, por lo cual buscamos su factor integrando, al desarrollar
la resta resulta la variable “x”, entonces entra en el primer caso:

1,/0M ON
=55 %)
f(X') = m[sz +2 - (6X2 + 2)]
—4x? —2x
f(x)=2x3+2x:x2+1
u=elfdx — efx_z_ixldx — - Ln(x?+1) — 1
x?+1

Multiplicamos el factor integrante a la ecuacion:
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2y(x2+1)+5 2x(x%+1
@G+ D+5) (@G ED)
x2+1 x2+1
5
(Zy +xz—+1) dx + ZXdy =0
Siendo una ecuacion exacta.

dx =20

2ydx + 2xdy +
d(2xy)

fd(z )+5f “ ¢
Xy x2+1
2xy + 5arctan(x) = C

x2+1

Ejercicio 2.
Resuelva la ecuacion diferencial.

(e* +xe¥)dx + (xe¥)dy =0

Solucioén.
Realizamos las derivadas parciales:
oM y
—— =xe
M =e* + xe¥ dy
N = xeV = aN ,ho es exacta
—=eY
dx
@) = 1 ((’)M (’)N)
f = N\dy oOx

1 eY(x—1) x-1
f(x)=@[xey—ey]= P
u=elfMdx — efxT_ldx — pX—lnx _ e’

X X x

% (e* + xe¥)dx + % (xe¥)dy =0

02X
<7 + ex+3’> dx + e**Vdy =0

Siendo una ecuacién exacta.
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2x
e
e*Vdx +e**Vdy +—dx =0
d(exty) x

er
fd(ex+y)+f—dx=C

X

X 2t
exty +f —dt=C
0 t

Ejercicio 3.
Resuelva la ecuacion diferencial.

(2xy? —3y3)dx + (7 — 3xy?)dy =0
Solucién. Realizamos las derivadas parciales:

oM 5

M = 2xy? — 3y?® )0y = dxy =9y
N =7 — 3xy? ON 5
ox

No es exacta, por lo cual buscamos su factor integrando, al desarrollar
(13 2"

la resta puede reducirse a la variable “y”, entonces entra en el segundo
Caso:

_ 1 (aN OM)
90 =355 3y

_ _ 2 _ _ 2
9») = 25738 3y3[ 3y* — (4xy — 9y*)]

6y? —4xy  —2y(2x —3y) 2
IV =SS = 350 =—-
y*(2x=3y)  y*(2x—3y) y

=2 1
u= efg(J/)dy = efy dx — e—ZLny -

y2
Multiplicamos el factor integrante a la ecuacion:

1 2 3 1 2
F(ny -3y )dx+}7(7—3xy )dy =0
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7
(2x —3y)dx + (}7 - 3x) dy=20
Siendo una ecuacion exacta.

7
2xdx — 3 (ydx + xdy) + —dy =0
aG) Y

7
fodx—3fd(xy)+f}7dy=C
2-3 ! C
X% —3xy——=
y
Ejercicio 4.
Resuelva la ecuacion diferencial.
X
dx+[;—seny]dy= 0

Solucién. Realizamos las derivadas parciales:
oM

M=1 7 -0
X N 4 no es exacta
N=;—Seny ON 1’
ox
_1(6N aM)
90 =335 3y

o) 1[1 0] 1
y)=—|—--— ——
g 1ly y

fldx
u:efg(Y)dyze y =eLny=y

X
ydx+y[;—seny]dy=0

ydx + (x — yseny)dy

Siendo una ecuacion exacta.
ydx + xdy — ysenydy = 0
~
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fd(xy) + f ysenydy = C
xy + ycosy —seny = C
Ejercicio 5.
Resuelva la ecuacion diferencial.

(x*+yHdx —xy3dy =0
Solucion. Realizamos las derivadas parciales:

( (OM _ ,
M=x4+y4 ay_4y
T > ,no es exacta
N =xy oN
ax_y
1/0M 0N 1 3y3
= ——— =—43— 3 = —
&) N(Oy 6x> xy3[y 'l xy3
3
f(x)—;

u = el9@dx — ef%dx = g3Lnx — 43
Al ser una ecuacion homogénea, podemos escoger el siguiente factor
integrante:
_ 1
Tt yDx— (ydy
_ 1
x5+ xyt — xyt
_ 1
.u - xs

u

u
Multiplicamos:

1 1
ol (x* +y4)dx—;-xy3dy =0

1 y* y?
<;+F>dx—ﬁdy=0
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1oyt e

1_y*
d(p%s)

fld +fd LY e
x 47 x%)
4
y

L A

nx+ o
De esta pregunta entendemos que hay muchos tipos de factor
integrante.

Ejercicio 6.
Resuelva la ecuacion diferencial.

y(Qxy + 1dx + x(1 + 2xy — x3y3)dy =0

Solucion.
_ 1
“_y(ny+1)-x—x(1+2xy—x3y3)-y
1
B X2y fxy — xy — 222y + xty*
1
u= x4yt

Multiplicamos:

1
prser - yQ2xy + 1)dx + poe cx(1 4 2xy —x3y3)dy =0

2 1 1 2 1
(x3y2 + x4y3) dx + (x3y4 + x2y3 ;) dy =0
2dx  2dy dx dy dy

-2 =0
x3y2 | x2y3 T x%ty3 " x3yt

-1 -1
d<x2y2> d(3x3y3>
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Ecuaciones Diferenciales Lineales
Se denominara ecuacién diferencial lineal si es una ecuacién de primer
grado en una de sus variables y en su derivada, es decir es de la forma:

dy
—+ Py = Q) . ()
Es una ecuacidn diferencial lineal en'y.
Una ecuacion de esta forma:
dx
o +P()x =0Q)
Es una ecuacion diferencial lineal en x.
Para la solucién de este tipo de problemas, el factor integrante de (x)
es de la forma:
efP(x)dx

De aqui sacaremos que la primitiva es:
yefP(x)dx — f Q(X) . efP(x)dxdx +C

Si lo hacemos con respecto a la variable “y”.
dx
ot P)x=QW) ..(»)

Como siempre esto lo tendremos mas claro al momento de resolver un
par de frutitas:
Manguito 1.-
Resolver la ecuacion:
dy

—+2y=x*+
dx y X X

Solucién.
Por inspeccidn la ecuacion diferencial es lineal, ubicaremos los datos
del ejercicio:

Px)=2 vy Q(x)=x*+x

114



Luego hallamos el factor integrante:
factor = el 20 = g2x
Multiplicamos el factor integrante:

dy 2X — p2X (42
(dx+2y>e =e“*(x* + x)

Al multiplicar al lado izquierdo este se convierte en el diferencial de
un producto.
d(ye?®) = e?*(x? + x)
Integramos ambos miembros.
fd(yezx) = j[ezx(xz + x)]dx
Integrando por tabulacion el lado derecho.

2x

ve _er[x2+x_2x+1+l] c
2 4 4
— x2 —2X
y—T+Ce

Manguito 2.-
Resolver la ecuacion:
d

Y
— +senx -y = xe>*
dx y

Solucion.
Por inspeccidn la ecuacion diferencial es lineal, ubicaremos los datos
del ejercicio:

P(x) = senx y Q(x) = xe°*
Luego hallamos el factor integrante:

factor = efsenxdx — p—COSX
Multiplicamos el factor integrante:

(ﬂ + senx - )e—COSX — e—COSX(xeCOSX')
dx Y

Al multiplicar al lado izquierdo este se convierte en el diferencial de
un producto.
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d(ye—cosx) =x
Integramos ambos miembros.

fd(ye‘cosx) = fxdx

Integrando ambos miembros
x2
ye—cosx =—4+C
2
2

y — x?eCOSJC + CeCOSX
Manguito 3.-
Resolver la ecuacion:
d
x£=y+x3—x2+3x
Solucion.
Llevamos a la forma lineal dividiendo la ecuacion por “x”.
dy 1
% —2y= x2—x+3

1
P(x)=—;}’Q(x)=x2—x+3
Luego hallamos el factor integrante:
1
factor = ef‘zdx = g~lnx — -1

Multiplicamos el factor integrante:

d 1
(_y__ )x‘1 =x"1(x* —x+3)
dx x

Al multiplicar al lado izquierdo este se convierte en el diferencial de
un producto.

a@)=x-142

Integramos ambos miembros.
LAY _ 5)
f d (x) = f (x 1+—)dx
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Integrando ambos miembros
y x?

==——-x+3Inx+C
x 2

3

x
y=7—x2+3xlnx+xC

Manguito 4.-
Resolver la ecuacion:

2dx+ X = ysen
y dy yx =yseny

Solucion.
Transformando la ecuacion:
dx 1 seny

oy Ty
1
P(y) == =
) 5 y Q)

Luego hallamos el factor integrante:

1
‘u = efj_/dy = eLny = y
Multiplicamos el factor integrante:

(dx N 1 ) (seny)
—_— —X =

ay "y )Ty

d(xy) = seny
_[ d(xy) = _[ senydy

xy = —cosy +C

Manguito 5.-
Resolver la ecuacion:

dy y

dx 2ylny +y —x
Solucion.
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En esta pregunta se cambiara el procedimiento.
dx 2ylny+y—x

dy y
DX oy +1
dy vy

1
P(y) = y 7 Q) =2ny +1
Luego hallamos el factor integrante:

fldy in
factor =e’y " =e™ =y

Multiplicamos el factor integrante:

dx
(— + x)y =y(2lny +1)

dy
d(xy) = 2ylny +y
fd(xy) = 2f ylny dy+fydy
Integrando por partes
xy =y?lny +C
= ylny + ¢
x =yiny y
Manguito 6.
Resolver la ecuacion 2xdy = (x* + y)dx y dar la solucién particular
en (1,0)
Solucién. - haciendo aspa en la ecuacion.
dy x*+y dy 1 = x°
ax 2x  dx 22’72

1 x3
P(x) = o y Q(x) =5

1 1 1
—5-dx —5lnx -5
factor=ef 2T =e 207 =x 2

Multiplicamos el factor integrante:
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5
2
fd(ll = f%dx
X2
7
y 1 x2 x* 1
—125'7+C:>y:7+6‘x2
X2 3
Si y = 0 cuando x = 1 reemplazamos en la ecuacion.

14 1 1
0=—+C-12=>C=—=
7 7

Por ende, la solucion particular seré:

_x“’ 1
Y= 7"

¢Alguien dijo prueba tus habilidades?

1
2

d
x3£+ (2-3x3)y=x3

1
Rpta. 2y = x3 + Cx3ex*

d
£+2xy=8x
Rpta.y = 4 + Ce™
dy y )
-~ _ =x2_1
dx x+1 x
2
Rpta.y=(x7—x+6)(x+1)
2dx+2 x =e”
y dy yx =
Y+c
Rpta.x=ey2
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d
dy v _,
dx 8y3—x
Rpta. xy = 2y* + C

dy
2y3 —2xy)—=1
2y xy)dx
Rpta.x = y2 — 1+ Ce "
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La ecuacién de Bernoulli
Es un caso especial de las ecuaciones lineales, es de la forma:

dy p .
o+ PG = y"Q()

Transformando:

y & +y17"P(x) = Q(x)

dx

Este tipo de ecuaciones seran resueltas haciendo el cambio de
variable:
dy dv
dx dx
Con lo cual la ecuacion diferencial sera de la forma:

dv
- +v[(1 —-n)P(x)] = (1 —-n)Q(x)
b

Y listo fue convertida a una ecuacién lineal.
Duraznito 1.- Resolver la ecuacién diferencial

y'Mt=rv=0-nmy"—

dy

—Z vy =2xv3

ax Y Xy
Solucion.
Pasando a dividir la variable “y”.

dy
3% -2 _
Y o Y

Realizando el cambio de variable:
5 dy dv.  _,dy —ldv
y T =v=-2y” dx dx'y dx  3dx
Reemplazando en la ecuacion:
1 dv

Resolviendo la ecuacion lineal
factor = eJ 39 = 3%
d(ve3¥) = —e3* - 6x
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fd(ve3x) = f—e3x - 6xdx

R —
integral por partes

2
ved3¥ = —2xe3* +§e3x +C

2
v=—-2x+ 3+ Ce™3* reemplazamos "v = y~2"

2
y2=-2x+ 3t Ce™3x
Duraznito 2.- Resolver la ecuacién diferencial
dy

y I y“tgx = cos“x
Solucidn. En esta pregunta ya esta de la forma buscada solo se hara el
cambio de variable:

dy dv dy dv

dx dx ya T 2dx
Reemplazando en la ecuacion:

dv ) dv )
ﬂ-l_ vtgx = cos°x = Tx + 2vtgx = 2cos°x
Resolviendo la ecuacion lineal
factor = el 2tgxdx — p—2In(cosx) — 1
cos?x

1 5 1
d(v > >=Zcos X ——
cos?x cos?x

f d(w:zx) - f 2dx

=2x+C

cos?x
v = 2xcos?®x + C - cos’x reemplazamos "v =y
y? = 2xcos?x + C - cos?x
Duraznito 3.- Resolver la ecuacidn diferencial
xdy + ydx = x3y°dx
Solucion. Cambiamos la forma a la ecuacién:

2n
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dx X T XY
-5
—5d_y+y _ .2
dx x
dy _dv dy 1dv
5: _5 —6_: ey 14v
y vV = y I Tx - e
1dv+17_ 2:>dv sV e
5dx x_x dx e X
-5
fClCtOT = ef7dx — e—51nx — x5

Reemplazando en la férmula:
v=(x">"1 j x~% - (=5x®)dx

—5x72
v=x5f—5x‘3dx=>v=x5-< — +C>

3

x
v = Cx° + — reemplazamos "v = y~5"

5x3
y—S = Cx° + T
Duraznito 4.- Resolver la ecuacién diferencial
dy 2xy

dx x2—y2—q?
Solucidn. Nota que de esa forma el ejercicio no tiene futuro por lo que

invertiremos la ecuacion.

dx x?>—-y?—a? dx 1 y? + a?
_—— = — ——x =
dy 2xy dy 2y 2xy
d« 1 , y? + a?
X———Xx"=—
dy 2y 2y
2y dx dv dx 1ldv
x=v xdy_dy"xdy_Zdy
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v _
2dy 2y 2y dy y y
f%ldy = g~ Iny =y—1

ldv 1 2+a> _dv v y?+a
y N y

factor = e
Reemplazando en la férmula:

v=0 [y < Y +a>d3’
v=yf <1+a>dy=>17—y ( y+a_2_|_C'>
y? y

v =—y? + a? + Cy reemplazamos "v = x2"
=—y2+a’+Cy
¢Alguien dijo prueba tus habilidades?
dx y3
1.- 3y@ —2x = o

Rpta.x3 = y3 + cy?
2 — (x2 + 1)_’)1’ =xy+ x2y2
1 (x+1D*

Rpta.ﬁ =—  F Clx+ 1)

3.— xdy + ydx = x3y®dx
Rpta. (5 + Cx?)x3° =2
4.—-3y +xy=xy?
Rpta.y? =1+ Ce™

5.—xyy —2y? =1Ly =1

Rpta.y? 1+3 4
YE=—-+ox
pta.y >t3
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Ecuacion de Riccati
Es una ecuacion no lineal que es de la siguiente forma:
dy )
- =P +Q@y + Ry
Dependiendo de los valores de P(x), Q(x)y R(x) la solucion de esta
ecuacion no podra ser expresada en términos de funciones elementales.
La solucion para esta ecuacion es indispensable conocer una solucion

particular y; luego haremos el cambio de variable: y =y, +u =
dy _ dy; du

dx ~ dx ' dx

Reemplazamos en la ecuacion.

d d
2+ 2= PO + QWO +ul + Ry + ul?

, du ) )
y1+a=P+Qy1+Qu+R[y1 + 2y,u + u?]
du
y'1 +E=P+le+R}/12+Qu+2Ry1u+Ru2
Y1

Cancelando los y'; el resultado sera la ecuacion de Bernoulli.

du )
T (Q + 2Ry;)u = Ru

Cuya solucién ya estudiamos, para resolver esta ecuacién también
podemos hacer el cambio:
1 dz 1 du
2EU T & T wdx
Con lo cual la ecuacidn sera de la forma:

dz
T + (Q + 2Ry;)z = —R

Con lo cual se volvi6 una ecuacion lineal y solo se aplicara formula.
Fresita 1.
Resolver la ecuacion diferencial.
y' +2xy =1+ x? + 2y?
Si una solucion particular es: y; = x
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Solucion.
Si nos fijamos la ecuacion diferencial es de la forma RICATTI.

d

£= (14 x2) — 2xy + y?
De laforma: P(x) =1+ x%,Q(x) = —2xyR(x) =1
Realizando el cambio de variable

L1 1 dy 1 1 du
y = X _ — = —_ —2—
Dato del ejercicio dx u®dx

Reemplazamos en la ecuacion

1 du X 1 1y?
1——2d—=(1+x)—2x(x+—)+<x+—)
1 du 2x 2x 1
1-—=—=1+x%—-2x2 ——+x +—+—
u?dx
ldu 1
uzdx  u?
du . )
T —1 cuya ecuacion es variables separables
fdu=—fdx=u:—x+c
Recuerda que
1
— J— —t =
S=y—x=u ) —x

Reemplazamos

1
=CcC—X
y — X
1=(C—x)y—x)
Fresita 2.
Resolver la ecuacion diferencial

dx  x x x
Si una solucién particular es: y; =1

d 2 2
dy _y* ¥
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Solucion.
Si nos fijamos la ecuacion diferencial es de la forma RICATTI.
d 2
dx X x X
De la forma: P(x) = —2;Q(x) =+ y R(x) =

X
Realizando el cambio de variable
1 dy 1 du

= 1 i L=
y —— . u dx u? dx
Dato del ejercicio

Reemplazamos en la ecuacion

ldu 2 1 1y 1 1
——————+—(1 +—>+—(1+—)
u X u

urdx  x x
1 du 2 1 1 1 2 1
—S—=——t—t—t—t—+—
u?dx X X Xu X xu xu
1du_3 1 du_ 3 1
u?dx  xu xu? dx  x x
du+3 _ 1
dx xu_ X
jduzjdx=u=x+c
Recuerda que
1 1
— J— —t =
y—Xx u ) —x
Reemplazamos
1
—=Xx+cC
y—x

1=Cx+c)(y—x)
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Estudio de la ecuacion de Riccati
Solucién de la ecuacion de Riccati con una solucion:
dy )
E-l_ (—0)y*+R2x—1Dy+(1—-x)=0
Cuya solucion particulares: y; = 1
idn: v = 1_ L 4ari dy _ _1dz
Solucion: y = y; + -= 1+ Z,derlvar =
Reemplazamos:
1dz 1,2 1
_z_ZE-"(_x)(l +;> +(2x—1)<1+;>+ 1-x)=0
Desarrollamos

1dz 2x X 2x 1

- ——x—-———-——=+2x+——-1--+1-x=0
z% dx z  z? z z

1dz «x 1_

z22dx z2 z

dz ] ]
Tx + z = —x resolvemos la ecuacion lineal
X

zel 19x :f—x-efldxdx+(]

ze* = —(xe* —e*)+C

z=—x+1+Ce™

1
——=—x+1+Ce™
y—1

1

Y 1—x+4+Ce™

Solucién de la ecuacion de Riccati con dos soluciones:
dy
dx
Donde:y; =2x+1;y, =2x—1
Solucién:

+ (2x)y? + (—8x%)y+ (8x3 —2x—2) =0

Yi— Y2 Cef(YZ_JH)A(X)dx

Y= 1 = Cel2-y1)A(x)dx
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Reemplazamos las soluciones brindadas:
Qx+1)— (2x — 1)Cef((Zx—l)—(2x+1))(2x)dx
- 1— Cef((Zx—l)—(2x+1))(2x)dx
(x4 1) — (2x — 1)Cel ~4xdx

1 — CelJ —4xdx
Qx4+ 1D - (2x—1Ce™ ¥
B 1 — Ce—2x*
Solucién de la ecuacion de Riccati sin soluciones mostradas:
dy
3 2 2 2
——y?—x?y+x2=0
X I ye—x“y+x

Solucic')n Damos forma a la ecuacion.

dx y %) x Y= f
w ‘,_/ ()
A B c esuna soluclon
-1
_ Bdx _ J—=—dx _ _—Lnx _ —
f= e/ =e x =e€ ~ Desarrollamos a la ecuacion

Por lo cual u = 5 .
x Separacién de variables

A
u 4+ —u? + Cf = 0 reemplazamos en la ecuacion

f Integramos
1
- 1\ /1
u + ﬁuz + (—) (—) = Despejamos el logaritmo
1/x x/) \x
1 ) 1 . AlnA _
UW——ul+—=0 Propiedad: € =A
x? x?2
du 1 Reemplazamos el valor de
— = -1)
dx u==z
du dx x

2 =2 Desarrollamos el lado
u-—1 x

1 u—1 1 derecho.

—Ln( ) =—+C

2 u '; 1 2 x Ya puedes considerarlo como

Ln (u ) =—+4C respuesta, pero se puede
u+1 x

mejorar.
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— ex
u+1
Y
=—1 2
;C/ = eE+C
* 1
y—Xx _ eJZ—C+C
y+x
-2
x+xCex
y= -2
1—-Cex
¢Alguien dijo prueba tus habilidades?
dx y3
1.-3y——-2x==
ydy T

Rpta.x3 = y3 + cy?
2— (x> +1)y =xy + x?y?

Rot 1 (x+1)*
pa.yz— >

+ C(x + 1)?
3.— xdy + ydx = x3y®dx
Rpta. (5 + Cx2)x3° =2
4.— 3y +xy = xy 2
Rpta.y? =1+ Ce™
5.—xyy —2y*=1Ly(1) =1

1 3
Rpta.yz = —E+EX4
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Aplicacion de Ecuaciones Diferenciales
Dinamica de Poblaciones:
1.- En un experimento de laboratorio, se observa que una colonia de
levadura duplica su tamafio cada hora. Si inicialmente se inocula un
tubo de ensayo con una pequefia cantidad de levadura, ¢cuantas veces
mayor serd la colonia después de 3 horas, asumiendo condiciones
Optimas de crecimiento?
Solucién
Sea “x”, la cantidad del fermento en cualquier instante, esto
corresponde a la cantidad presente, asi mismo sea F,, la cantidad
inicial del fermento en t = Ohr. Si denominamos a k, constante de
proporcionalidad, la E.D. es.

% = kx; para la condicion inicial x(0) = F,
Resolviendo la ecuacion diferencial
dx
— = kdt
X
dx
ESL
x
Inx=kt+C

Inx=kt+Inc
Inx=kt+Inc
x = ekt+lnc
x = cekt
Para x(0) = Fyresulta c = F, por lo tanto x = F, &kt
En el enunciado parat = 1 hr, x = 2F, resulta
ek =2
Reemplazando en la ecuacion:
x = 2'F,
En esta expresion representa la cantidad de fermento en cualquier
tiempo “t”, calculamos para t = 3hr.
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x = 23FE, = x = 8F,
Lo que indica para la cantidad de fermento para 3 horas es 8 veces la
cantidad inicial.
2.- Un biorreactor se inocula con E, células de Saccharomyces
cerevisiae. Si la poblacion de levaduras se triplica cada 90 minutos,
¢cual serd la biomasa total al cabo de 240 minutos?
Solucion:
Sea “x”, la cantidad de células Saccharomyces cerevisiae en cualquier
instante, esto corresponde a la cantidad presente, asi mismo sea E,, la
cantidad inicial de bacterias en t = Ohr. Si denominamos a k, constante
de proporcionalidad, la E.D. es.

% = kx; para la condicion inicial x(0) = E,
Resolviendo la ecuacion diferencial
dx
— = kdt
X
dx
ESL
X
Inx=kt+C

Inx=kt+Inc
Inx=kt+Inc
x = ekt+lnc
x = cekt
Para x(0) = E,resulta c = E, por lo tanto x = E,€*¢
En el enunciado parat = 1.5 hr, x = 3E, resulta@** =3 = k =
0.73
Luego €973 = 2.08
Reemplazando en la ecuacion:
x = 2.08'E,
En esta expresion representa la cantidad de fermento en cualquier
tiempo “t”, calculamos para t = 4hr.
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x = 2.08%*E, = x = 18,71E,
Lo que indica para la cantidad de bacterias para 3 horas es 18,71 veces
la cantidad inicial.

3.- Latasa de crecimiento del fermento activo en un cultivo de levadura
es directamente proporcional a la cantidad de fermento presente en ese
momento. Si se duplica la cantidad inicial en 2 horas, ;Cuantas veces
puede esperarse que se tenga la cantidad original al cabo de 9/11 hora?
Solucion

dQ_
ke
dQ

= kd
Q t

[“ k[ a
[In QIg% = k[t]3

In2Q, —InQ, = k(2)

In [ZQQ"] =2k =k =Inv2

—[Xd—Q—[ln\/_]f dt

o

[InQ]%, = [InvZ][t]3*
Inx —InQ, = (ln\/z) (11)
In [ - ] In(vZ)™

X 21
— = /22
Qo
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x = 1,3280Q,
4.- La evolucion de un brote de influenza en una poblacion de 100 000
personas esté descrita por la ecuacion:

dy

i py(100000 — y)
Tenga en cuenta que “y” es el nimero de personas que tienen gripe en
el instante “t” (medido en semanas) ademas p = 0,00001.Si en un
principio 10 personas estaban enfermas, determina la funcién “y” con
respecto a la variable independiente “t”. ;Que tiempo pasara antes de
que la mitad de la poblacion este infectada?

Solucion:
dy
— = Py(100000 - y)
Del dato:
dy
— = 0,00001y(100000 — y)
dy B
(100000 =) ~ 00001dt
dy
jm= 0,00001fdt
1 1
f [100000y " 100000(100000 — y)] dx =0,00001¢ + inc

1 1 1
1ooooof [} + (100000 — y)
Iny —In(10000 —y) =t +Inc
Y y
1n[m] = t+lnc=>m
y = 100000c€t — ycet
y + ycet = 100000cet
y(1+ cet) = 100000ce’

] dx = 0,00001t + Inc

= cet
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100000cet
M pY=Y;
Recuerda por datos del ejercicio paray = 10 = t = 0 semanas
_100000c
T 1+c
10+ 10c = 100000c
10 =99990c
1
9999 ~ ¢
Por lo cual la nueva ecuacion seré:
B 100000€*
Y = 9999 1 et
Para la mitad de la poblacion “y = 50000” reemplazamos:
_ 100000€t
50000 = 5555 1t
9999 + et = 2et
et =9999
t = Ln(9999)
t = 9.21 semanas
Termodinamica.
Enfriamiento de los cuerpos
Imagina una taza de café recién hecho que se deja enfriar en una
habitacion a 20°C. Sabemos que el café se enfriard més rapido al
principio y luego més lento. Si el café tarda 20 minutos en bajar de
100°C a 60°C, ¢cuanto tiempo mas tardara en llegar a los 30°C?
Solucién.
dT

— = k(T —20
7 = K )

dTr

T_20=kdt
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60 4T 20
=k | dt
-fmo T—20 0

[In(T — 20)1$5, = k[t]5°
In40 — In80 = k(ZO)

In [40 20k = k = 1 H
80l ~20 2
—an

e
100T 20

1
InT — 20)138, = [ (18

—In2
ln10—ln80=[ ]t1

20
[ [—an] =1 [1]_[—1n2]t
sl T [20 |7
In2
In[8] = [20
. _ 20In[8]
17 In2
. _20><31n[2]_60
1 In2 -

2.- Un cuerpo a una temperatura de 0°F se coloca en un cuarto cuya
temperatura se mantiene a 100°F. Si después de 10 minutos la
temperatura del cuerpo es de 25°F. Hallar:

a) El tiempo requerido para que el cuerpo tenga una temperatura de
50°F.

b) La temperatura del cuerpo después de 20minutos.

Solucién.

Desarrollamos un cuadro donde escribimos las respectivas
condiciones:
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Temperatura

0°F 25°F 50°F
del cuerpo (°F) y

Tiempo 0 10 X 20
(minutos)
Usando la ley del enfriamiento
ar _ k(T — 100)
at
ar__ kdt
T—100

[—p
T—100

Ln(T — 100) = kt + LnC

T — 100 = Ce*t
T = 100 + Ce*t Es la ecuacion que describe la temperatura,
hallaremos las constantes con las condiciones dadas: t = 0; T = 0

0 =100 + Ce*©®

C =-100

Conlocual: T = 100 — 100e*t
Si:t=10;T = 25
25 = 100 — 100k
100e*(10) = 75

3

k(10) _ 2

€ 4
10k =L (3)

k = —0.0287682
Con lo cual nuestra ecuacion sera:
T =100 — 1006—0.02876821‘
a) calcula el tiempo para T = 50°F
50 = 100 — 100 ~0-0287682t
1008—0.028768215 — 50
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1

—0.0287682t —
¢ 2
1
—0.0287682t = Ln (E)
Ln(0.5)

t = m = 24.09 minutos

b) calcula la temperatura para t = 20min
T =100 — 1008—0.0287682(20)
T = 43.75°F

3.- Dada una gota esférica de alcohol cuya tasa de evaporacion es
directamente proporcional a su area superficial, y sabiendo que su radio
se reduce a un cuarto en 5 segundos, determinar la disminucion relativa
del radio en el siguiente segundo.

Solucion

Sean los siguientes datos para la esfera: V el volumen; S la superficie;
r el radio en cualquier instante y R el radio cuando t = 0. La rapidez de
variacion del volumen respecto a la superficie esta dada por la siguiente

ecuacion diferencial.
av

pri —ks ; donde “k” es constante de proporcionalidad

Recuerde que: V = %m‘3 = dV = 4nr? % ; ademas que: S = 4mr?

Reemplazando en la ecuacion diferencial
,dar ) dr
4nre — = —k4nr°- = — = —

dt dt k
fdr =f—kdt

r=—kt+c
Donde:r(0) =R=R=-k(0)+c;c=R
Parar(5) =§
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R k5+R=k >R
— f—t = —
4 20

Por lo cual la ecuacion del radio en funcién del tiempo seré:
SR t+R R (20 — 3t
= —— =717 = — —
"T720 "= 20 )
Parat =6
_ R
10
4.- Se ha descubierto que una bola de naftalina que tenia originalmente

r

un radio de % pulgada, tiene un radio de % pulgada al cabo de 1 mes.

Suponiendo que se evapore a un indice proporcional a su superficie,
encontrar el radio en funcion del tiempo. ¢Después de cuantos meses
mas desaparecera por completa?

Dada una esfera de naftalina con radio inicial de 1/4 pulgada, que se
reduce a 1/8 pulgada en un mes debido a la evaporacion, determinar la
funcidn que describe el radio en funcion del tiempo, suponiendo una
tasa de evaporacion proporcional al area superficial. Ademas, calcular
el tiempo total de evaporacion.

A = 4nr?
V_4 3:dV_L} Zdr
-3 PTG T:
av A
dt
dr
4mr? — = k4nr?
dt
dr _
dt
dr = kdt
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1
[r15 = klt]5
4
1 1—k(1)
8 4
1—k
5=
fr 1 t
dr=——fdt
1
2 8Jo
1
[r]1 = — 5 [t]§
i 8
1_ 1t
"T4T 78
1 1 1
r—Z—gtzr——(Z—t)estaeslafunaon

Para que la naftalina desaparezcael r = 0 = t = 2 meses

Fluidos

Un contenedor de forma cilindrica recta de 304,8 cm de radio y 609.6
cm de altura contiene aceite de pescado para su transporte, sin embargo
por la mala manipulacién del personal tiene un pequefio orificio en la
base de 2,54 cm de didmetro. {En cuéanto tiempo se vaciara toda el
aceite?

Solucién

Avy = Ay,

dy 5
_Al dt —_ AZ Zg

El signo menos indica que “y” disminuye cuando
“t” aumenta

\/_—A 2/2gdt

Es una ecuacion de variables separables

_A1
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—Alf%=A2\/@fdt

1
—2A1y2 = Ay/2gt +C
Aplicando las condiciones iniciales: parat = 0 indicay = H
1 1
—2A,Hz = A,/2g(0) + ¢ —2A,Hz = ¢
R = 304.8cm = 3.048m
A, = mR? = (3.14)(3.048)?
Ay = 29.19m?
H = 609.60cm = 6.096m
1
Hz = 2.47
c =-2(29.19)(2.47) = —144.20
1
Luego: —2A4,yz = A,./2gt — 144.20
Variado total sucede cuando y = 0

0.0254\°
A, = (3.14)( ) = 0.00051m?
0 =A,/2gt —144.20
L 144.20
Ay\/2g
L 144.20
~ (0.00051)v2 x 9.8
t = 65142.91s
t = 18hrs

Datacion por carbono

Un fosil contiene una cantidad de carbono-14 que es una centésima
parte de la cantidad original. Utilizando la vida media del carbono-14,
determinar la antigliedad del fosil.

Solucion.
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Realizamos la ecuacion diferencial
dA

—; = kA; para la condicion inicial x(0) = E,

Resolviendo la ecuacion diferencial % = A(5600)

7=kdt
[4_ [
A_

InA=kt+C

InA=kt+Inc
InA=kt+Inc
A= ekt+lnc
A = cekt
Donde: 4(0) = A, = A4, = c€%®); ¢ = 4,
Ademss el periodo de vida media 5% = A(5600)
Reemplazando

% — AoekSGOO

In (%) = 5600k
k =-0.00012378
La ecuacion sera:
A= Aoe—0.00012378t
Desintegracion
2.- Un reactor nuclear transforma plutonio-239 en uranio-238. Si
después de 15 afios queda un 0.0043% del plutonio inicial, calcular la
vida media del plutonio-239, considerando una desintegracion
radiactiva de primer orden.
Solucién.
Llamemos x a la cantidad de plutonio 239 que queda en el instante t,
con lo que x’(t) indicara la velocidad o rapidez de desintegracion del
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mismo. Como la velocidad de desintegracion es proporcional a la
cantidad de is6topo restante, la ley diferencial que rige el proceso de
desintegracion es

dx
i kx,recordando x(0) = A,
Cuya solucion de la ecuacion diferencial es:

x(t) = Age*t
Determinamos el valor de la constante de desintegracion k, con las
relaciones preestablecidas.

(15) = (1 0.0043) B 99.9957A
M) = 100 /7°~ 100
Igualamos con la solucion de la ecuacién diferencial:
Lgtsk — 999957
" 7 100 “°
15k =1L (99'9957) =k= ! (—0.000043)
~ "\ 100 BETRN

k = —0.000002866 la ecuacion sera:
X(t) — Aoe—0.000002866t

Para la vida media: x(to) = 22

Ay

2
1
Ln (E) = —0.000002866t

t = 241851.77 anos
4.-Tenemos una sustancia que brilla en la oscuridad y pierde su brillo
con el tiempo. Si sabemos que la mitad de su brillo se pierde cada 38
horas, ¢cuanto tiempo tarda en perder el 90% de su brillo?
Solucién. Usamos decaimiento
dx
T

-0.002866t
Age

—kx
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dx
— = kdt
x

Hallamos el valor de “k”, partiendo del dato de vida media y 38 horas
Xo/2 dx 38
f —=—k dt

x, X 0
[inxl* = —k[el3?

X

Xo
ln7 —Inx, = —k(38)

Xo
In| 2| = —38k = k = 2
X, | - 38
Obtenido el valor de “k” volvemos a redefinir los valores de
integracion para la pregunta dada.
Yo/r0dx  r1ln2 tld
— = | — t
f X 38 ] 0

Xo

Il =[] 16

X, In2
In——Inx, = [ﬁ] ty

10 In 2 In 2
In|—| = [ﬁ t; = In[10] = [% ty
_ 38In[10]

b= In2
38 x 2,3026
=——=126.2

t, =
1 0,6931
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Circuitos Resistencia — Inductor “R-L”

Un circuito RL en serie, con una fuerza electromotriz de 20 V, una
inductancia de 2 H y una resistencia de 40 Q, se conecta en t = 0.
Determinar la expresion de la corriente en funcion del tiempo,
considerando que inicialmente la corriente es nula.

Solucién.

La f.e.m. alimentara al circuito por esa razon:

Vf.e.m. = Vinductor + Vresistencia
di
20=2-—+1i-40
dt
Simplificamos y acomodamos

di
— + 20i = 10; es lineal
dt

i(t) = e~ 204t (C + f 10- efZOdtdt)
i(t) = e20¢ (C + f 10 - eZOtdt)

1
i(t) = e 20t (C + EeZOt), condicion: i(0) =0

0= e 2000 (C +le2°(°)> sl

2 2

1 1 1
Y — o—=20t [ _ 4 T ,20t) — — (1 _ »,—20t
i(t)=e ( 2+ze ) 2(1 e )

Circuitos Resistencia — Conductor “R-C”

Un circuito RC en serie, con una fuerza electromotriz de 50 V, una
capacitancia de 5 mF y una resistencia de 25 €, se conecta en t = 0.
Determinar la expresion de la corriente en funcién del tiempo,
considerando que inicialmente el condensador esta descargado.
Solucion.

La f.e.m. alimentara al circuito por esa razon:

145



Vf.e.m. = Vcondensador + Vresistencia

_Q _do
50—C+R it

dQ
50 = 200Q + ZSE
Simplificamos y acomodamos
aQ .
a +8i=2

Q(t) = e~ /84t (c + f 2 efsdfdt)

Q(t) =e8 (C + %eSt),condicion: Q0)=0

0=e80 <C+%es(°)) =>C = —%
1 1 1
_ et _ L 2 8t _ L _ -8t
Q) =e (4+4e) 4(1 e °h)
d
i(t) = 4O _ pp-at

dt
Reacciones Quimicas
La velocidad de una reaccion quimica es directamente proporcional a
la concentracién de uno de sus reactantes. Si inicialmente hay 15 kg de
este reactante y después de 8 horas quedan 5 kg, determinar la cantidad
restante al cabo de 5 horas y el tiempo necesario para que quede 1 kg.
Solucion. Sea “x” kg la cantidad de la nueva sustancia generada en t
minutos.

dx

o= kx = x(t) = Cekt

Dato: x(0) = 15kg
15 = Ce*¥® = ¢ = 15 = x(t) = 15ekt
Dato: x(8) = 5kg

1 1
5 = 15ek® = 3= e8k = Ln§ = 8k
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k =—-0.1373265
x(t) — 156—0.1373265t
a) Nos pide la cantidad parat = 5
x(5) = 15¢701373265(5) = 7.549K g
b) Nos pide el tiempo cuando x = 1kg

1
1 = 15701373265t — | (E) = —0.1373265t

t =19.7197Kg
Trayectoria Ortogonales
Determine las trayectorias ortogonales a la familia de curvas:

x2+9y%2=9 Identificamos la elipse
2xdx + 18ydy = 0 Hallamos la derivada
d_y = —_1x Damos forma a la ecuacion
dx 9y

dx X Cambiando pendientes
d dy d oy Aplicamos separacion de
@y = ax variables
Iy x Integramos
Ln(y) =9Lnx + C

9 Tenemos la ecuacién

y=Cx

buscada

Determine las trayectorias ortogonales a la familia de curvas:
y = c;x?
dy

~Z =2
I C1X

dx_

xdx = 2ydy
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L +cC

Z_y
—x2=2y%+C
C =x? +2y?
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