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Capitulo 1

Integrales de linea de campos
escalares

Sea U un conjunto abierto de IR™. Un campo escalar sobre U es una funcién f que

asigna a cada punto x = (z1, 2, -+ ,x,) de U un nimero real f(zy,xs, - ,x,) es decir:
Un campo escalar sobre U es una funcion de la forma
f: U—=>R
x> f(x)

1.1. Campos escalares

Definicién 1.1.1 Sea T' una curva reqular en IR"™, parametrizada por ¥ = 7(t) para
t €la,bl y f:U — R un campo escalar continua en U, siendo U un conjunto abierto

de IR"™ que contiene a I', entonces /fds Y
/fds—/ f(r t)||dt

1.- Sea 7: [a,b] — IR™ una curva regular tal que 7([a,b]) =T C R" es la traza 7.
Sean f,g: U C IR™ — IR funciones definidas en el conjunto abierto U que contiene
a la curva I, entonces se cumple

Propiedades:

a) /kfds = k/ fds, k es una constante.
r r

b [(r£a)ds= [ sas= [ gds. ¥

2-Silacarval'=T,UTlyU---UT,, entonces;

/fds: fds+ | fds+---+ fds
r r

Iy I



3.- Dada la curva I' con una orientaciéon determinada se denota por —I' la misma

curva con orientacion opuesta y se cumple / fds = — / fds
-T r

1.2. Aplicaciones:

1.- Masa de una curva
Si para cada p € I', f se puede interpretar como la densidad lineal de un alambre
cuya forma es representada por la curva I', entonces la masa del alambre viene

dado por
M = / fds
r

2.- Momentos estaticos respecto de los planos coordenados
My = [ 2feg2)ds, Mo = [ yfe. s, My = [ f(ey,2)ds
r r r

3.- Centro de masa
El centro de masa de un alambre cuya forma viene dado por I' y cuya densidad
es descrita por la funcién f(x,y, z) estd ubicado en el punto (Z, 7, z) donde

__sz Mxy
M YT T M

1.3. Problemas resueltos
Ejercicio 1.1 Calcule la integral de linea /fds sobre la curva I" en cada uno de los
r
siguientes casos:
a) flz,y)=a T:x=1t y=t, 0<t<1

(
b) f(z,y) = xy* donde T es la circunferencia x* + y* = 16
c) f(x,y) = xy, donde I' es el segmento de recta que une los puntos (—1;1) y (2;3)
(

d) f(z,y,2) =xy?*z, donde T es el segmento de recta de extremos (1,0,1) y (0, 3,6)

Solucion:

a) La curva I' en forma paramétrica esta dado por:
L:at)=(3t), 0<t<1
(1) = (3,1) = @)l = VOr+1
como ds = || (t)||dt = ds = /9t* + 1dt



1
/:cds = / 3VOt4 + 1dt; sea 9t +1=u
r 0

= 36t3dt = du
sit=0 = u=1
sit=1 = u=10

1 10
1
/xds = / B3Vot4 + 1dt = / —u?du = 10v/10 — 1)
r 0 1

L
36 54

b) La curva I' en forma paramétrica esta dado por:
I': d(t) = (4cost,4sent), 0<t<2rm
a'(t) = (—4sent,4cost) = |/ (t)]| =4
como ds = ||’ (t)||dt = ds = 4dt

2m 2m
/ vy'ds = / (4cost)(4sent)ddt = 4° / cost sen” tdt
r 0 0

27
e <ser;5t> _ 46 (sen5 2r sen50) 0

0 5 5
¢) La curva I" en forma paramétrica esta dado por:
F: a)=01-t(-1,1)+%2,3); 0<t<1
at)y=@Bt—1,1+2t); 0<t<1
at)=(3,2) = [t =V13
como ds = || (t)||dt = ds = +/13dt

/F:vyds :/01(3t—1)(1+2t)\/1_3dt

1
=\/ﬁ/ (6t 4+t — 1)dt
0

L3
= V13
. 2

. 12
= V13 (2#3 + 3~ t)

d) La curva I' en forma paramétrica esta dado por:
': ait)=01-1t(1,0,1)+0,3,6); 0<t<1
at)=(1—t,3t,1+5t); 0<t<1
d(t)=(-135 = [o(t)] =35
como ds = || (t)||dt = ds = /35dt



/ny%ds _ /01(1 —1)(36)2(1 + 56)v/35dt
- ( / 1(9752 +35t° — 45t4)dt) V35
— V35 (3t% + 9 — 91°) (; — 3v/35

Ejercicio 1.2 FEvalie / V22 + 22ds donde T es la interseccion de las superficies 2%+
r

Pt =a? 1=y

Solucién:
La curva I' es forma parametrizada es dado por

2, .2, 2 _ 2
r: {x Ty ta=a 207 4 2% = a?

T =
__acost
SV
r y_acost; 0<t<2r
V2
z =asent

I'oa(t) (acost acost ;
alt) = | ———, —— . asen
V2 V2

— t — t
a'@):( asent —asn ,acost) = [ldt)] =a

V2 V2

como ds = ||d'(t)||dt = ds = adt

2m acost)’

2y? + 22ds :/ \/2( ) + (asent)?adt

fv : vz ) st
2

:/ a’dt

0

= 2ma’?

d d d
Ejercicio 1.3 Calcular la integral de linea / ‘ x2+ Y 2y +edz
r 2?24 y? 422
la curva x =2t, y=2t+1, z=1t>+1t que une los puntos P;(0,1,0) y P(2,3,2)

, donde I' es el arco de

Solucion:
La curva parametrizada esta dado por:
at) = (2t,2t + 1,62 + t)



d(a) = (2a,2a + 1,a* +a) = (0,1,0) a=0

ab) = (20,20 + 1,02 +b) = (2,3,2)

(2t+1)2+ (2 +1)(2t+1)
4t2 + (2t +1)2 + (12 + t)?
26 + 3t2 + 9t + 2
o A28 4982 +4t+1

dt

\\

/xd:v+ydy+zdz
I $2+y2+22

1

In |t4+2t3+9t2+4t+1|>
0

Il
N —

In17

(% +y*)ds a ,o0 largo de los caminos indicados.

=

Ejercicio 1.4 Calcular

a) El tridangulo (0,0), (0,1) y (1,1) reconocido el sentido contrario al de las agujas
del reloj.

b) El circulo 2> + y* = 1 des (1,0) a (0,1) recorrido en sentido contrario al de las
agugjas del reloj.

Solucion:

a)

c:/ (x2+y2)ds—|—/ (x2+y2)ds—|—/ (2% + y*)ds
Iy I T's
Iy Oél(t):(t,()), 0<t<1, = ds = dt
Ty: ap(t) = (1,1), 0<t <1, = ds=adt
I3: as(t) =(1—t,1—1), 0<t<1, = ds=+/2dt



/F(x2+y2)ds = /01 t2dt+/01(1 +t2)dt+/01(1 — 12?2+ (1 —1*)V2dt
2/2

L4
373" 73
2v/2 +

N

I': 2?2 +y? = 1, parametrizando

T = cost
I: ; 0Kt <L
Yy =sent

/2 T
= /(a:2+y2)ds:/ dt = —
T 0 2

Ejercicio 1.5 Un alambre delgado se dobla en forma de semicirculo x> +y?> =4, £ >0

si la densidad lineal es una constante k, encuentre la masa y el centro de masa del
alambre.

bo|

Solucion:

r = —2cost 3

<t< —
-T2

|3

) y = 2sent

a(t) = (—2cost,2sent)
o/(t) = (2sent,2cost) = |d/(t)]] =2




La masa del alambre esta dado por M = / fds

3m/2
M:/fds:/ k2dt
T w/2

M = 2kn

los momentos estaticos respecto a los planos coordenados esta dado por:

M, = /Of(x,y, 2)ds =0

3m/2
]\/[m:/ 2sent k 2dt =0
w/2

3m/2
M,, = / (—2cost) k 2dt = 8k
/2

El centro de masa de un alambre cuya forma viene dada por I' y cuya funcién densidad
es descrita por f(z,y, 2) = k estd ubicada en el punto (7,7, z) donde

— A4@z — A4;z — A4;y
xr = = —_— Zz =
7 Vi M
8k 4
YT ok T y="5 -
4
oMy = (_, 0 o)
T
d d
Ejercicio 1.6 Calcular la integral de linea _rar Tt yay en el sentido de las agujas
V14224 y?
2 2
del reloj a lo largo del cuarto de elipse — + = 1 que se encuentra en el primer
a
cuadrante
Solucién:

., xdr+ydy
Se observa que la expresion —————
A 1+ 22 + 2

es la diferencial total de la funcién
b r

a




flz,y) =1+ 22+ y?

xdx + ydy (a,0) (0
[ = [ ey = e
rv31+azc+y (b,0) 0.0)

xdzr + ydy

r /14 22+ 9?2

=V1ta?—V1+p?

Ejercicio 1.7 Calcular / Va2 4+ y2ds, donde I' = 'y NT'2 estd dado en el siguiente
r
grafico:

,:x*+y"=ax; a>0

Solucion:

Se pide calcular / V2 + y2ds :/ N —i—y2ds+/ /22 + y2ds
r IN] Ty

Prametrizando I'y, que es el segmento de recta AO
a(t)=A+(0—A)

ay(t) = (—a + at,a — at)

at) = (a,—a) = ||@(t)]av2 = ds = a\2t

parametrizando I'y
T =Trcost

y=rsent

con estas coordendas polares, la ecuacién x? + y* = ax se convierte en

T
(2) veeenens r? =acost = r=acost; 0<t< 5 para —I's que es el opuesto de I'y

(2) en (1)

x =acost-cost =acos’t
Ty
Yy =acost -sent =acostsent
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bo | 3

Qs [0; ]—>R2
t

— a(t) = (acos®t,acostsent)

o/(t) = (—asent,acost) = ||@y(t)|| =a = ds=adt

/ Va2 +ylds = /1 V(=a+ at)? + (a — at)2aV/2dt
= / 1 a(t — 1)v2av/2dt

1
= 2a2/ (t — 1)dt = —a?
0

/2
/ Va?+yids = —/ Vot +y2ds —/ Vrtadt
—I'2 'y 0

w/2

= —a rdt

pero r = acost = = —a a cos tdt

/fds =—a’—a® = —-2d°
r

Ejercicio 1.8 Calcule la integral de linea /fds sobre la curva I' en cada uno de los
r
stguientes casos:

a) f(z,y) =e® +y, donde T es la semicircunferencia x* + y* = 4, y > 0.
b) f(z,y) = 2®—vy, dondeT es el segmento de recta que une los puntos (0,0) y (3,4).

c) f(z,y,2) = zz+y?, donde T es la interseccion de la esfera z* +y*> + 22 =4 y el
plano z = 1.

d) f(z,y,2) =xy+yz, donde " es la hélice a(t) = (cost,sint,t) para 0 <t < 2.

e) f(z,y) =2 +y3, donde T es la curva y = 22, con 0 < x < 2.
Ejercicio 1.9 FEvalie / V22 +y2ds donde T es el circulo 2 + y? = a®.
r

Solucion:

La curva I' en forma paramétrica estd dada por:
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I':at) = (acost,asint), 0 <t <27

ds |/ (t)||dt = \/(—asint)? + (acost)2dt

= \/aQ(sin2 t + cos?t)dt = adt

2w
/\/:v2+y2ds = / a’dt
r 0

= 271a’®

Ejercicio 1.10 FEwvalie /(x + y)ds donde T es el segmento de recta que une los puntos
r
(1,2) y (4,6).

Solucion:

La curva I' en forma paramétrica esta dada por:

F:iat)=(143t,244t),0<t<1

ds = || (t)]|dt = /(3 )2dt = bdt
1

/F(:c+y)ds = /0(1+3t+2+4t)5dt
J

1
(3 + 7t)5dt

7 1
= 5|3t+ —t?

7 65
= 5(34-5)— 5

Ejercicio 1.11 Calcule /(:zc2 +yz)ds donde T es la curva paramétrica a(t) = (t, 12, t3)
r
para 0 <t <1.

Solucion:

ds = ||/ (t)||dt = /(1) + (2t)2 + (3t2)2dt
= V1 + 412 + 9t4dt

1
/ (2% +yz)ds = / (t* + 21°)V1 + 4¢2 + 9tidt
r 0
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Ejercicio 1.12 Calcule /(:U2 —y?)ds donde T es la espiral logaritmica ot) = (e cost, et sint)
r
para 0 <t < 27.

Solucion:

ds = |&/(t)||dt = v/(etcost — etsint)? + (etsint + et cost)2dt

= \/e%(coszt — 2costsint +sin?t + sin? t + 2 cost sint + cos? t)dt

= et\/idt

2
/(12 —y?)ds = / (e* cos?t — e* sin? t)etv/2dt
r 0
2m
= \/5/ e (cos® t — sin® t)dt
0

1.4. Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1.13 FEwalie la integral de linea

/F fds

a) f(z,y) =x+vy, donde T es el segmento de recta que une los puntos (1,2) y (4,6).

para los siguientes casos:

(x,y) = e*y?, donde T es la circunferencia x> + y* = 9 en sentido antihorario.

c) f(z,y,2) = 2%y + 23, donde T es la hélice a(t) = (t,sint,cost) con 0 <t < 2.

d) f(z,y) =23 —y3, dondeT es la pardbola y = 2, 0 < z < 3.
(

e) f(z,y,2) = /22 +y2 + 22, donde T es la interseccion de la esfera x> +y*+2% = 4
y el plano z = 1.

Ejercicio 1.14 Calcule la integral de linea

/ Va2 + y?ds
r
a lo largo de los siguientes caminos:

a) El cuarto de circulo x*+y* = 4 en el primer cuadrante, con orientacion en sentido
antihorario.
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b) El segmento de recta que une los puntos (0,0) y (3,4).
¢) La curva paramétrica a(t) = (t*,t%), con 0 <t < 1.

Ejercicio 1.15 Encuentre la masa del alambre cuya densidad estd dada por la funcion
f(x,y) = 2% + 4%, cuando el alambre tiene la forma de:

a) Un circulo de radio 3 centrado en el origen.
b) Un triangulo con vértices (0,0), (3,0) y (3,4).
¢) Una hélice a(t) = (t,sint, cost), con 0 <t < 27.

Ejercicio 1.16 Clalcule la integral de linea
/ z2ds
r

a) La espiral logaritmica o(t) = (e* cost, e sint) para 0 <t < 2.

donde I es:

b) La curva oft) = (cost,sint, t) para 0 <t <.
Ejercicio 1.17 Determine la integral de linea
/(x2 + 42 + 2%)ds
r
donde I' es:
a) El segmento de recta que une los puntos (1,0,0) y (0,1,1).
b) La circunferencia z* +y? = 4, z = 2.
¢) La pardbola espacial a(t) = (t,t%,¢%), con 0 < ¢ < 1.

Ejercicio 1.18 Utilizando coordenadas polares, calcule la integral

/F(av2 +y?)ds

donde ' es la region delimitada por la cardioide v = 2(1 4 cosf).

Ejercicio 1.19 Calcule el centro de masa de un alambre de densidad f(x,y) = x4y
en los siguientes casos:

a) Un semicirculo de radio 2 centrado en el origen.

b) Un triangulo con vértices (0,0), (4,0) y (4,3).
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Ejercicio 1.20 FEwvalie la integral de linea

/ xyds
r

a) La curva a(t) = (¢, %) para 0 <t < 2.

donde I' es:

b) La hélice a(t) = (t,cost,sint) para 0 < t < 27.

Ejercicio 1.21 FEncuentre la masa y el centro de masa de un alambre cuya densidad

es f(x,y) = /2% +y? y cuya forma es:
a) Un cuarto de circulo de radio 3 en el primer cuadrante.

b) Una hélice de la forma a(t) = (2cost,2sint,t) con 0 <t < 4.

Ejercicio 1.22 Fwalie la integral de linea
/ 23ds
r

a) La espiral ot) = (tcost,tsint), 0 <t < 2m.

para oS siguientes caminos:

b) La curva oft) = (ef,e™), 0 <t < 1.

Ejercicio 1.23 Calcule el centro de masa de un alambre con densidad f(z,y) = 2> +y?,
cuando la curva I' es:

a) Una semicircunferencia de radio R centrada en el origen.

b) La hélice a(t) = (2cost,2sint,t) para 0 <t < 2.

Ejercicio 1.24 Fwalie la integral de linea

/ e*Vds
r

a) El segmento de recta que une los puntos (1,1) y (3,4).

para los siguientes caminos:

b) La curva ot) = (ef,e™), 0 <t < 1.



Capitulo 2

Integrales de linea de campos
vectoriales

2.1. Campos vectoriales:

Sea U un conjunto abierto de IR™, un campo vectorial sobre U es una funcién F' que
asigna a cada punto x = (x1, 29, -+ , x,) en U un vector n—dimensional F'(xy, za, -+ ,x,),
esto es un campo vectorial en U es una funcién de la forma:

F: U R
x> F(z)

Definicién 2.1.1 Sea T una curva reqular IR™ parametrizada por la funcion ¥ = 7(t), t €
la,b] y F': U — IR™ un campo vectorial continuo en el conjunto abierto U C IR™ que
contiene a I', entonces existe

/Fﬁdr: /abﬁ(F(t))-F'(t)dt

Observacién:

1.- A diferencia de la integral de linea de campo escalares en la integral de linea de
campos vectoriales la orientacién se influye en la respuesta.

2.- Sila curva I' es cerrada, la integral de linea,

/ﬁd? se denota por = j{ﬁdf
r

r

Propiedades:

15
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1- Sea F : U — R" campo vectorial continuo sobre el abierto U de IR", y sea I'
una curva regular parametrizada por 7([a,b]) — R™ tal que I' = #([a,b]) C U,

entonces
/ Fdr = — / FdF
-T T

donde —I" representa la curva I' pero con orientacién contraria.

2-Sea F: U — R" campo vectorial continuo sobre el abierto U de IR"™ y I' una
curva regular por partes, donde ' =1"—1UTyU---UT,,, entonces se cumple

/ﬁdf:/ ﬁdﬁ+/ ﬁdf'2+---+/ Fdr,,
Tr I o m

3.- Sean F , G:U— R campos vectoriales continuos sobre un conjunto abierto U
de IR™ y T una curva regular por partes parametrizada por 7: [a,b] — IR™ tal que
I' = #([a, b]) C U, entonces se cumple

/(mﬁ%—né)d?zm/ﬁd?%—n/ﬁdﬁ para m,n € R
r r r

2.2. Aplicaciones:

Trabajo.- El trabajo realizado por el campo de fuerzas Falo largo de la curva I parame-
trizada por 7= 7(t), t € [a,b] para trasladar una particula desde r(a), hasta r(b)

se define como
W = / F.-7
r

2.3. Problemas resueltos

d d
—<x2x++ 3)3‘32 , donde T : 7(t) = (e* cos 3t,e” sen 3t) donde t €
Z )

Ejercicio 2.1 C’alcule/
0,27]

Solucion:
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wde+ydy  [(e* cos3t)(2e* cos 3t — 3e* sen 3t) + (e*' sen 3t)(2e* sen 3t — 3e' cos 3t)]
(22 + y2)3/2 [(€2t cos 3t)2 4 (€2t sen 3t)2]*/
[(cos 3t)(2 cos 3t — 3sen 3t) + (sen 3t)(2sen 3t — 3 cos 3t)]
- = dt
2
/ vde +ydy /2” 2dt
r (xz T y2)3/2 - 0 e2t
etm —1
- el

Ejercicio 2.2 Sea ﬁ(a:, y) = (®+y)i+(y—=x)j y consideremos las siguientes curvas I'y

1
y Ty parametrizadas por 7(t) = (t,t?), t € [0,1],5(t) = (1 —2t,4t* — 4t + 1), t € [0, 5]

calcule/ ﬁdfy/ F.di
I Iy

Solucion:

(2% +y)dz + (y — 2)dy

/ﬁ~dF =
I'1

1
— /(t2+t2)dt+(t2—t)2tdt
0

1 1
= / 22 dt + / (2% — 2t%)dt
0 0

—

/ﬁ-dF:/(x2+y)dw+(y—x)dy
i) i)

1
como I'y : 5(t) = (1 —2t,(1—2t)%), t € {O, 5]
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(2% +y)dz + (y — x)dy

M,

I~y

®]

I
—

J.

)
1/2

1/2(2(1 = 2t)* +2(1 - 2t)° — 2(1 — 2t)*)(—dt)

1/2 1/2

2(1 — 2t)*(—2dt) = / —4(1 — 2t)dt
0

x

32

Il
|mo— — —

(\]
[

(1 —2t)% 4+ (1 — 2t)*)(=2dt) + ((1 — 2t)* — (1 — 2t))(2(1 — 2t))(—2dt)

Ejercicio 2.3 Sea ﬁ(z, y) = (zy)i + (22 —y)j y consideremos las siguientes curvas I'y
y Ty parametrizadas por 7(t) = (t,t3), t € [0,1] y §(t) = (cost,sint), t € [0, 7. Calcule

/ Fdi y / F-dr.
Fl 1_‘2

Solucion:

Calculo sobre v; La curva 7, esta dada por:
Ft) = (t,t%), 0<t<1

Derivamos:
7 (t) = (1,3t%)

Calculamos la integral:

/F1 F.di = /Fl(xy)dx + (2% — y)dy
_ /Ol(t ) (1)t + /01(t2 ) (32)

1 1

= / thdt + / (3t* — 3t°)dt

0 0

e 3t5 35\ |'

(-3

51, 5 6
B 1+ 3 1
N 5 2

1

5
51
1
5

0

+
S|
|

10
B +1_3
a 10 10
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Calculo sobre v, La curva 7, esta dada por:
§(t) = (cost,sint), 0<t<m
Derivamos:
§'(t) = (—sint, cost)
Calculamo
Ejercicio 2.4 Calcule /(:c2 —y)dx + (x — y*)dy, siendo T el segmento de recta de
extremo inicial (1,1) y exl;fremo final (3,5)

Solucion:
U7t =1-1t)(1,1) +(3,5)
(142t,1+4t); 0<t<1

/F(x2 —y)dr + (x —yH)dy = /01((1 +2t)% — (1 + 4t))(2dt) + /01(1 + 2t — (1 +4t)%)(4dt)

1
= / (—56t% — 24t)2dt
0

92
3

Ejercicio 2.5 Calcule / FdF, donde ﬁ(a:,y, z) = (xy,yz,xz) y la curva T es la inter-
r
seccion de las superficies 2> +y? = 1, zy+2z = 1, recorrida en sentido antihorario vista

desde la parte positiva del eje Z.

Solucion:
Parametrizando I" por la fucnién

x(t) = cost
[-7(t)= ¢ y(t) =sent ; tel0,2n]

z(t) =1—cost —sent
Sea I = /xydx + yzdy + rzdz, entonces
r
2m
I = / [costsent(—sentdt) + sent(l — cost — sent)(costdt)+
0
+ cost(1l — cost — sent)(sent — cost)dt]

2m
= / (—3sen®tcost + 2sentcost — sent cos’t — cos®t + cos® t)dt
0

= —T
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Ejercicio 2.6 SiI' es la curva definida por la ecuacion |x| + |y| = 1; <0 recorrida

en sentido horario halle /(y —x)dz + (x + y)dy.
r

Solucién:
[y:7(t) =(0,-1)(1—1t)+t(—1,0)
y :(—t,t—l); 0<t<1
1 Ty:5(t) = (=1,0)(1—¢t)+¢(0,1)
:(t—l,t); 0<t<1
Fz F:F1UF2
>
-1 1 X
1ﬁ1
~1

(y —x)dx + (x + y)dy + / (y — x)dx + (x + y)dy

1)

—

/F(y—a:)da:Jr(ery)dy = A

(t—1+1t)(—dt)+ (—1)dt + /l(t —t+1)dt+ (2t — 1)dt

I
S—

1

(0)(d?)

I
=}
=)

Ejercicio 2.7 Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas ﬁ(x,y) = (y,—x)
que actia sobre una particula que se mueve sobre el arco de pardbola v = 4—1y?, sabiendo
que el recorrido se inicia en el punto (—5,3) y termina en el punto (0,2)

Solucién:

Parametrizando I' se tiene
r=4—1

L:7t) = ; te]-2,2]
y=1t

El trabajo realizado por F sobre T se define por

W:/ﬁdF
I

luego:
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I
\M
~
—~
|
[\
~
QU
~
~—
|
=~
—~
L

[\
~—
oY
~

:—/2(t2+4)dt

-2
64
3

Ejercicio 2.8 Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F= (In(1+ 2%), 2* — 2°, 2% — y°)

para desplazar una particula desde el punto (2,v/2,v/2) hasta el punto (2, —v/2,v/2) a
lo largo del camino mas corto sobre la curva

?+yt 427 =8

L:rt) =
2=

Solucién:

T =2
La curva I' también puede definirse como

v+ =4
luego

3

[:7(t) = (2,2cost,2sent); t€ [%, ZW}

W o= /ln(l + 2%)dx + (22 — 2)dy + (2 — y*)dz

3r/4
= / [(4sen? —4)(—2sent) + (4 — 4cos® t)(2cost)]dt
w/4

3m/4
= / (—8sen3t+8sent+8cost—8cos3t)
w/4

3r/4

8 9 8 8 8 9
= gsen tcost—gcost+—sent—§cos tsent

3 w/4

42
4
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Ejercicio 2.9 Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F= (In(1+ 2%), 2* — 2°, 2% — y°)

para desplazar una particula desde el punto (2, V2, \/5) hasta el punto (2, -2, \/5) a
lo largo del camino mas corto sobre la curva

?+yt 427 =8

L:7t) =
?/2 +22=2z

Solucién:

T =2
La curva I' también puede definirse como

v+ =4
luego

3

[':7(t) = (2,2cost,2sent); te {%’ Zﬁ}

wo— /ln(l +2)da + (2 — 2y + (2 — y)dz

3m/4
= / [(4sen? —4)(—2sent) + (4 — 4 cos® t)(2cost)]dt
w/4

3 /4
= / (—8sen3t—|—8sent+8008t—8c083t)
w/4

3mr/4

= §sen2tcost—§cost+§sent—§(:032tsent
|3 3 3 3

w/4

42
4

Ejercicio 2.10 Dado el campo de fuerzas F = (22,42, 2). Halle el trabajo realizado por

F para trasladar una particula desde el origen de coordenadas hasta el punto (2,2,4) a
lo largo de la curva

22 4 y? =22
I:

2=z
Solucién:

x? + 1% = 2ay
I:

z=1xy
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Una parametrizacién para I' : z(t) = y(t) = t, z(t) = t? esto es,
() = (61,17, t€0,2]

luego

W = /xQd:c +yidy + zdz
I

2
:/ (2% + 2t°)dt

0

40

3

2.4. Ejercicios Propuestos

Ejercicio 2.11 Calcule la integral de linea /ﬁ - dF, donde F(z,y) = (2% —y, 12 + x)

r
y T es la curva parametrizada por #(t) = (t2,t) con t € [0,1].

Ejercicio 2.12 Sea F(z,y) = (22 — y,x + y?) y considere la curva T dada por la

interseccion de la circunferencia x* + y* = 4 y la recta y = x. Evalie /ﬁ - dr.
r

Ejercicio 2.13 Halle la circulacion del campo F(z,y) = (—y,z) alrededor de la cir-
cunferencia x* + y*> = 9, recorrida en sentido antihorario.

Ejercicio 2.14 Calcule el trabajo realizado por el campo ﬁ(x, y,2) = (xy,yz,zz) alo
largo de la curva T': 7#(t) = (cost,sent,t) con 0 <t < 2.

Ejercicio 2.15 Sea ﬁ(a:, y) = (2% —y,y —2?). Verifique si F es conservativo Y, en caso
afirmativo, halle una funcion potencial ¢(x,y).

Ejercicio 2.16 Cualcule el trabajo del campo ﬁ(m,y) = (2zy, 2 — y) sobre el camino
recto que une los puntos (1,2) y (4,5).

Ejercicio 2.17 Determine si el campo F(x,y,2) = (y*+ 2,22, 2y — 2) es conservativo.
En caso afirmativo, encuentre su funcion potencial.
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Ejercicio 2.18 Ewvalie la integral de linea /(a: +y)ds, donde T' es la curva 7(t) =
r
(t,83) con 0 <t < 1.

Ejercicio 2.19 Calcule la circulacion de F(x,y) = (y, —x) alrededor del tridngulo con
vértices (0,0), (2,0) y (0,2) recorrido en sentido antihorario.

Ejercicio 2.20 Verifique si el campo ﬁ(x,y) = (ye®,zeY) es conservativo y, en caso
afirmativo, determine una funcion potencial ¢(x,y).

Ejercicio 2.21 Clalcule la integral de linea /(m2 + yz)ds, donde I" es la interseccion
r
del cilindro x® + y*> = 4 y el plano z = y, recorrida en sentido antihorario.

Ejercicio 2.22 Cualcule la integral de linea /(x2 —y?)ds sobre la interseccion de la
r

esfera x° + > + 22 =9 y el cono z = /22 + y2.

Ejercicio 2.23 Determine si el campo ﬁ(a:,y) = (3% + y?,2zy) es conservativo y, en
caso afirmativo, encuentre una funcion potencial ¢(x,y).

Ejercicio 2.24 Calcule la circulacién del campo F(z,y) = (y3,2°) sobre la elipse
22 /4 +y?/9 = 1, recorrida en sentido antihorario.

Ejercicio 2.25 Verifique si el campo ﬁ(w, y,z) = (cosy,senz, ze¥) es conservativo. En
caso afirmativo, encuentre su funcion potencial ¢(x,y, 2).

Ejercicio 2.26 Calcule el trabajo realizado por el campo ﬁ(x, y,z) = (z+y,y+z,2+x)
a lo largo de la hélice I" : 7(t) = (cost,sent,t) con 0 <t < 27.

Ejercicio 2.27 Verifique si el campo ﬁ(m, y,2) = (22 —y?, 2xy, ze?) es conservativo y,
en caso afirmativo, determine su funcion potencial.

Ejercicio 2.28 Ewvalie la integral de linea /x2d3 sobre la curva T : 7(t) = (t, %) con
r
0<t< 1.

Ejercicio 2.29 Determine si el campo F(x,y) = (—y, ) es conservativo. En caso ne-
ativo, calcule la circulacion sobre el circulo x = 4 recorrido en sentido antihorario.
t leule | ! bre el lox*+y* =4 d tido antih



Capitulo 3

Campos conservativos

Definicién 3.0.1 (Conexo) Sea U un subconjunto de IR", diremos que U es cone-
zo (por caminos) si dos puntos cualesquiera de U pueden unirse mediante una curva
totalmente contenida en U.

Definiciéon 3.0.2 Sea U un subconjunto conexo y abierto de IR", y F:U— R" un

campo vectorial continuo, diremos que la integral / F - dfes independiente del camino
I

/ﬁ-dfz/ F-dF
I I

Para cualquier par de curvas I'y y I'y en U que tengan los mismos extremos inicial y
final.

de integracion en U si y solo si

Definicién 3.0.3 (Conservativo) Sea U un subconjunto abierto y conezxo de IR™, di-
remos que el campo vectorial continuo F' : U — IR"™, es conservativo en U si y solo si

la integral F-dF es independiente del camino de integracion en U.
I

Teorema 3.0.4 Sean U C IR™ un subconjunto conexo y abierto, f : U — IR un campo
escalar de clase C* tal que el campo F' = V f, entonces

/FF”-dF= 1(B) - £(A)

para cualquier curva reqular I' contenida en U y de extremos A y B, “f” es llamada la
funcion potencial del campo F.

Definicién 3.0.5 Diremos que un conjunto U C IR"™ es un conjunto conexo, si dados
dos puntos arbitrarios A, B € U, el segmento de recta que los une queda totalmente
contenida en U.

25
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Teorema 3.0.6 (Condicién necesaria y suficiente para que un campo sea conservativo)

Sea U un subconjunto convexo abierto de IR" y sea F= (Fy, Fa -+ Fy) U — R™ un
campo vectorial de clase C* en U, entonces el campo F es conservativo en U si y solo
St
OF; OF;
Py =S (P)
T X

Para todo i,j € {1,2,--- ,n} y para todo P = (x1, 29, ,x,) € U.

3.1. Problemas resueltos

Ejercicio 3.1 En cada caso determine si el campo vectorial F' es o no conservativo.
En caso afirmativo, halle una funcion potencial f

a) F(z,y) = (32%y,2°)
Solucién:
Es claro que el dominio de F' es IR?, el cual es un conjunto convexo. Ademds

P(x,y) = 32%y Q(x,y) = 23, de F tienen derivadas parciales continuas de primer
orden sobre IR?

5 ) =32

= o entonces el campo Fes conservativo en IR2.
x

Luego

F(z,y) = Vf(z,y)

of

%(x,y) =3z%y = f(z,y) = /3x2ydx =23y + Aly)

derivando f respecto a y se tiene

%(% y) ="+ Ay)=2" = Aly)=C

luego la funcién buscada es de la forma

flz,y) =2’y +C
b) F(a.y) = (z,y)
Solucion: B
El dominio de F' es IR?, el cual es convexo
or_,_ 0

Ademds P(z,y) = z y Q(x,y) = y son continuas de clase C! y o =5

entonces el campo F es conservativo en IR
luego
F(z,y) = Vf(z,y)
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Lo = = s = [ate =5+ a0)

derivando f respecto a y se tiene

of ¥

a—y(x,y)zfl’(y):y = Aly) =5 +C

luego la funcién buscada es de la forma
1

f(907y)§ =@ +y)+C
F(x,y,2) = (23, 2223, 3x%y22)
Solucién: B
El dominio de F' es IR3, el cual es convexo
Ademas
P(x,y,z) = 22y, Q(x,y,2) = 222° y R(z,y,2) = 3x*yz? son continuas de clase
Cly
oP aQ or , 0Q
< = 6ay? ¢ =913 = & 2 7%
3y (w,y.2) = 6ay™; 5 (2,y,2) = 2uz 9y 7 or

entonces el campo F' no es conservativo en IR

F(z,y,2) = (22 + 1,22, 202 + 2)

Solucion:

El dominio de F es IR3, el cual es convexo

Ademas

P(x,y,2) =22 +1, Q(z,y,2) = 22 y R(x,y,2) = 222 + 2y son continuas de clase
Cly

g—];(m,y,Z) =0= g—f(:v,% z)

opr 20
a(‘rayaz) =2z = _w<x7yvz)

oQ ., 0
5(1'7:% Z) =2= O (ZE,y,Z)

Por lo tanto el campo F es conservativo en IR?

luego

A _gy_ (9F 0 Of
F_<P’Q’R>_vf_(8’8y’8z>
g_];@j’y”z) =724 ] .. (1)
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of B
8_y(x’ Y, 2) =27 e (2)
%(% Y, 2) =207 Ay (3)

integrando (1) respecto de x obtenemos
f(z,y,2) = (2 + 1)z + A(y, 2), derivando respecto de y y comparando con (2),

se tiene
of 0A
2 = — = -
2= 5 @9.9) =5 ()

por lo tanto A(y, z) = 2yz + B(z)

luego

flz,y,2) = (22 4+ Da + Ay, 2) = 2%z + . + 2yz + B(2)
derivando respecto a z y comparando con (3), se tiene
of

a—:2zx+2y+B’(y):2:cz+2y
2

por lo tanto B(z) = C. Luego, la funcién buscada es de la forma

fl,y,2) =20+ o+ 292+ C

Ejercicio 3.2 En cada caso determine si el campo vectorial F es 0 no conservativo.
En caso afirmativo, halle una funcion potencial f.
a) F(z,y) = (" +y,z —siny)
Solucién:
El dominio de F es R?, el cual es un conjunto convexo. Ademds, P(z,y) = e* +y
v Q(x,y) = x — siny son continuas de clase C* en R2. Verificamos la condicién
de conservatividad:

or
oy Oz
Por lo tanto, F es conservativo en R2.
Buscamos la funcién potencial f(z,y):
af -
% =e + Yy

Integrando respecto a z:
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Derivamos respecto a y y comparamos con Q(x,y):

De donde:
A'(y) = —siny = A(y) = cosy + C

Luego, la funcién potencial es:
flz,y) =e"4+ a2y +cosy+C
b) F(z,y,2) = (y+ 2,7 +22,2+y)

Solucion:
El dominio de F es R?, que es un conjunto convexo. Las componentes son:

Verificamos las condiciones de conservatividad:

or QR

— =1, —=1
Ay T Ox
oP OR
=1, —=1
0z T Ox
0Q_, or_
0z dy
Como % #* g—’;, el campo no es conservativo en R3.

3.2. Ejercicios Propuestos

Ejercicio 3.3 Determine si el campo vectorial F' es conservativo. En caso afirmativo,
halle una funcion potencial f.



Capitulo 4

El teorema de Green

Teorema 4.0.1 Sea D una regién acotada de IR* con frontera 0D una curva cerra-

—

da simple, regular por partes y orientada positivamente respecto a D. Si F(z,y) =
(P(x,y),Q(z,y)) es un campo vectorial de clase C* sobre un conjunto abierto que con-

tiene a D, entonces
]{ Pd:c—l—Qdyz//(a—Q—a—P) dxdy
oD D Ox dy

4.1. Aplicaciéon
Sea D una region limitada por una curva I' cerrada simple, regular por partes y

orientada positivamente respecto a D, entonces el drea A(D) de la regién D puede ser
calculada por cualquiera de la tres expresiones

1
A(D) = 5 7{ —ydx + xdy = 7{ —ydx = }I{xdy
T r r

4.2. Problemas resueltos

Ejercicio 4.1 Usando el teorema de Green calcular
I= %(y3 — zy*senzy)dr + (4ay? — 2y senzy)dy
r

donde ' es la curva x* + 4y? — 16y + 12 = 0 recorrida en sentido antihorario.

Solucioén:
P(z,y) =y* — xy’senzy; Q(z,y) = day® — 2’ysenzy

3}
oQ = 4y* — y(2z sen zy + 2%y cos zy)

ox

30
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oP
rie 3y* — z(2y sen vy + y*x cos vy)
Y

luego

L (2w |

la region D esta limitada por la elipse
2?2+ 4y — 16y +12=10
kAP —dy+4—4)=-12
1t +4(y—2)72=4
x?  (y—2)°
= =1
4 * 1

Aplicando coordenadas polares
T = 2rcost ; Jacobiano J = 2r
y—2=rsent

La nueva region sobre la cual se integra es:

E={(r0) e R®/0<r<1, 0<6<2r}

/ /yzdxdy = / /(2 + 1 cos6)?(2r)drd = 1—77T
D E 2

Ejercicio 4.2 Calcule la integral /(12:62 sen y + 3xy?)dx + (42° cos y + 627y)dy
r

luego

donde I' es la frontera del poligono de vertices (0,0), (3,0), (2,1), (1,1) recorrida en
sentido antihorario.

Solucion:

F es de clase C! sobre IR%, pues sus funciones componentes,

P(x,y) = 122%seny + 3zy® vy Q(z,y) = 4a3cosy + 6%y tiene derivadas parciales
continuas en IR?, donde

oP oP
%(a:, y) = 24x sen y + 3y a—y(az, y) = 1222 cosy + 6y

0 0
8_§(x’ y) = 1222 cosy + 12zy a—cj(:r, y) = —4x*seny + 622
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Sea D la region limitada por I'

YA
y=x
y=-x+3
D
> >
1 2 3 X

luego por el teorema de Green:

/aDﬁ'dF N //(@—a—];)dmdy
= /D/Ga:yd:vdy
= 1 T 6zydz | dy
Jo ()

1
= / (27y — 18y2) dy
0
15
2
Ejercicio 4.3 Encuentre el drea de la region D limitada por la elipse

x Yy
£tz =1

Solucidn:
Parametrizamos la elipse por 7(t) = (acost,bsent), t € [0,27], luego

2m
A(D)zéxdy = /o (acost)(bcost)dt
2m
= ab/ cos?(t)dt
0

1 2w
= ab—/ (14 cos(2t))dt
2 Jo

= abm
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Ejercicio 4.4 Calcule el drea de la region D limitada por el astroide

3
. = t
F:r(t):{z_zscszg)t para 0 <t <2wm ya>0

Solucion:

—ydx + xdy

N~ DN~

S, T~

(—asen®t)d(acos®t) + acos® td(asen®t)

[(—asen®t)(3acos® t)(—sent) + (acos® t)(3asen® t)(cost)] di

Il
NO| —
O\w

3

Q
)

[\

sen? t cos? tdt

| W N W
Q

/ cos? t sen? t + sen* t cos® t) dt

0

27
a’ / sen( 2t
0

2m
a2/ (1 — cos(4t))dt
0

27 3
= {t——senélt] =Zdr
0 8

co| w

oo 5| w

- 1
Ejercicio 4.5 Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x,y) = <yexy, §x3y2 + xemy>
Para mover una sola vez, en sentido antihorario, una particula a lo largo de la frontera

de la region limitada por las grdficas de las ecuaciones xy =4, xy=1, y=1yy =4.

Solucién:
Las funciones
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P P
g—x(rr, y) = y'e™, g—y(w, y) = °y* + €™ + zye™
0Q oy o0Q 2 2,0
8x(x y) = e + xye™ oy (x,y) = 3:1: Sy + 2%

son continuas en IR2. Por lo tanto,
F = (P,Q) es de clase C" sobre IR?

D es la region limitada por las graficas de las ecuaciones xy =4, zy =1, y=1yy =4
como se muestra en la figura

Va1 4

Luego, por el teorema de Green tenemos:

- 0Q OP
W = F.dr = //(———)dwd
oD D Ox oy Y
= //nyzdxdy
D
4
= /( 2da:)
1
4
1 z=1/y
64
= — ——]d
/1 (y3 y3> Y

= (21 In y)’;:I =21In4
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Ejercicio 4.6 Calcule /(1 —y)dx + zdy donde I es la curva, orientada positivamen-
r
te, que limita el triangulo de vertices A(0,0), B(0,1) y C(1,0)

Solucién:
Plzy)=(1-y) Qzy) ==

las funciones

oP oP
%(‘ray)_[L 8_y(x7y)__1

Q _ 2Q _
%(xay) - 17 83/ (l’,y) =0

son continuas en IR? por lo tanto F = (P, Q) es de clase C' sobre IR

A
B

\

A @)

luego, por el teorema de Green, tenemos:

/F(l—y)dx—i—xdy _ /D/(l—l—l)dxdy
/D/dxdy
(o)
= 2/01(1—y)dy

2 1
Yy
= 2 — =

=1
Ejercicio 4.7 Usando el teorema de Green calcule la integral de linea 7{ F. dr, donde

2
2

0

r
F(z,y) = —32%yi+3xy*j y T la circunferencia x* +y* — 4y = 0 orientada en el sentido
Ppositivo.

—

Solucién:
las funciones
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_ oQ _

son continuas en IR? por lo tanto F = (P, Q) es de clase C sobre IR

A

x4+ —4y=0
X +(y-2=2

D

luego, por el teorema de Green, tenemos:

?{ﬁ-df — //(3y2+3x2)d:vdy
r D

4.3. Ejercicios Propuestos

Ejercicio 4.8 Usando el Teorema de Green, evalie la integral de linea:
j{ (2*y +y*)dz + (2y® — y*)dy
r

donde I es la frontera del tridngulo con vértices (0,0), (3,0), (3,4), orientada en sentido
antthorario.

Ejercicio 4.9 Calcule la circulacion del campo vectorial
F(x,y) = (ye*, 2%e?)
alrededor de la elipse % + % =1, recorrida en sentido positivo.

Ejercicio 4.10 Encuentre el drea de la region limitada por la cardioide dada en coor-
denadas polares por:

r = 2(14 cosf)

utilizando el Teorema de Green.
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Ejercicio 4.11 Determine si el campo vectorial
F(z,y) = (2°y*, y*2%)

es conservativo en R2. En caso negativo, calcule la circulacion a lo largo del circulo
22 +y* = 1 orientado positivamente.

Ejercicio 4.12 Clalcule la integral de linea
j{(l'Q +y)dx + (2xy + cosy)dy
r

donde T" es el cuadrado de vértices (0,0),(2,0),(2,2),(0,2), orientado en sentido anti-
horario.

Ejercicio 4.13 Usando el Teorema de Green, determine el drea de la region encerrada
por la hipérbola xy =1 y las rectas x =1 y x = 3.

Ejercicio 4.14 Calcule el drea de la region limitada por la pardbola y = x* y la recta
y = 4 usando el Teorema de Green.

Ejercicio 4.15 Determine la circulacion del campo vectorial
Fz,y) = (=%, %)
sobre la frontera de la region delimitada por la circunferencia x* + y? = 4.
Ejercicio 4.16 Calcule el drea encerrada por la superelipse dada por la ecuacion:
23 4yt — 1
usando el Teorema de Green.

Ejercicio 4.17 Utilizando el Teorema de Green, evalie el trabajo realizado por el campo
de fuerzas

ﬁ(l’,y) = (2Iy,x2 - y)

para mover una particula a lo largo de la frontera del tridngulo de vértices (0,0), (4,0), (4,4)
en sentido positivo.

Ejercicio 4.18 FEuvalie la integral de linea

j{(:c?’ —y)dz + (y* + x)dy

donde I' es la frontera del rectdngulo con vértices (0,0),(3,0), (3,2),(0,2), orientado en
sentido positivo.
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Ejercicio 4.19 Determine el drea encerrada por la region comprendida entre la cir-
cunferencia z* + y? = 4 y la cardioide r = 2(1 + cos 0) usando el Teorema de Green.

Ejercicio 4.20 Clalcule la integral de linea
]{(ar?y —y*)dz + (wy® + @)dy
r

donde T es la frontera del circulo x* + y?> = 9, orientado positivamente.

Ejercicio 4.21 Usando el Teorema de Green, encuentre el area de la region encerrada
por la astroidal parametrizada por:

T =acos’t, Y = asin®t, 0<t<2r.
Ejercicio 4.22 Clalcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas
Fx,y) = (ysinz, 2* + ¢)

cuando una particula se mueve a lo largo de la curva I' que es la frontera del poligono
con vértices en (0,0),(2,0),(2,3),(0,3) en sentido antihorario.
Ejercicio 4.23 Verifique si el campo vectorial

F(z,y) = (ycosx,xsiny)

es conservativo. En caso contrario, calcule la circulacion sobre el circulo unitario x* +
y? =1 en sentido positivo.

Ejercicio 4.24 Usando el Teorema de Green, evalie la integral de linea
]{(3x2 —y)dz + (dzy + x)dy
r

donde I' es la frontera del cuadrado con vértices (0,0),(1,0),(1,1),(0,1) orientado en
sentido positivo.

Ejercicio 4.25 Determine el drea de la region encerrada por la curva lemniscata de
Bernoulli dada en coordenadas polares por:

r? = a® cos(20)
utilizando el Teorema de Green.

Ejercicio 4.26 Utilizando el Teorema de Green, calcule la circulacion del campo vec-
torial
F(x,y) = (a* —y*,y° +2%)
alrededor de la frontera de la region comprendida entre las circunferencias x* +y? = 1
2 .2
yxrt+y =4.



Capitulo 5

Integrales de Superficie

5.1. Superficie parametrizada
Una superficie parametrizada, es una aplicacion

7: DCR*— R?
(u,v) = o(u,v) = ((x(u, ), y(u, v), 2(u, v)))
donde D es el dominio de la aplicaciéng

x La imagen del conjunto D mediante sig_fna, esto es (D) es la superficie S C IR3.

x La superficie S es de clase C', si la aplicacién o es de clase C'.

* Se dice que la aplicacién o es de clase O, cuando la aplicacién & y sus derivadas
parciales o, y a, son continuos en D.

5.2. Superficie regular

Se dice que una superficie S, parametrizada por la aplicacién
7. DCR*— R
(u,v) = o(u,v) = 7(u,v)
es regular si 6, x 7, # 0 para todo (u,v) € D.

5.3. Integrales de superficie de campos escalares

Sea S una superficie regular parametrizada por
7: D C IR*>— IR? donde D es cerrada y acotada en IR?

(u,v) = o(u,v)
Sea f : S C IR? — IR una aplicacién continua.

39



40

La integral de superficie de un campo escalar sobre S denotada por / / fds se
S

//fds—//f u,v))|| N (u, v)||dudv

donde N (u,v) = du(u,v) X 6,(u,v)

define como

Observacién

En el caso que S sea una superficie regular por partes la integral / / fds se define

S
como la suma de las integrales de superficie sobre cada parte regular de S, es decir, si
la superficie S = S; U Sy U ---U.S,, entonces

/S/fds_/Sl/fdsl+/52/fd52.../sm/fd5m

5.4. Aplicaciones de la integral de superficie de un
campo escalar

Si la superficie S representa una lamina y f : D C IR®> — IR es una funcién continua
que representa la densidad de dicha lamina, siendo D un subconjunto abierto de IR3,

entonces definimos:
= / / fds

Si f(x,y,2) =1, para cada (z,y, 2) € U, entonces M (s) es numéricamente el area
de la superficie.

1.- Masa de una lamina

2.- Centro de Masa de una lamina
El centro de masa M de la ldmina S tiene coordenadas (7, ¥, Z), donde

*:%/S/xfds,QZ%/S/ydea 5:%/8/2de

5.5. Area de una superficie

Sead: DCR®>— R
(u,v) = d(u,v) = ((z(u, v), y(u, v), 2(u,v)))

es la parametrizacién de una superficie S que esta acotado sobre la region cerrada y
acotada D, el area de superficie A(s), se define por

= / /ds, donde ds = ||, x &,||dudv
D
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Observacién Si una superficie S es la grafica de la funcién z = f(z,y), que esta
definido sobre el conjunto D C IR?, que es cerrado y acotado, tal que D es la proyeccién
de Gr(f) sobre el plano XY, entonces el drea de la superficie S es dada por

A(s) = /D/\/1+f£+f5dxdy

5.6. Problemas resueltos

Ejercicio 5.1 Calcular la integml//xdeS
S

Siendo S la superficie externa x2 + y* = a® comprendida entre z =2 y z = —2

Solucion:

A
T

J

\J

Parametrizando la superficie

|

= (0,0,1)

T =acosu
y=asenu; 0<u<2r —2<0v<2
Z =0 D = {(u,v)/0 <u <27, —2<wv<2}
luego &'(u,v) = (acosu,asenu,v)
; or ( 0) or
entonces — = (—asenu, acosu —
du ’ O
- or Or ! J
N(u,v) = — X — =| —asenu acosu
ou  Ov 0 0

N(u,v) = (acosu,asenu,0), ||N||=a

_— O I
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:>//x2zd8 = //a v cos? ududv
S
= / {/ v COS dv] du
0 2
2 02 2
= a3/ cos2u[—} du =20
0 2],

Ejercicio 5.2 Calcule //x3zdS, siendo S la porcién de la superficie conica 2% =
22 + 9% que se encuentra entre los planos z =1 y z = 2
Solucion:

Como z < 0, la porcién de superficie conica puede ser considerado como el grafico de
una funciéon

z = g(z,y) = /22 + y?, donde

(r,y) € D = {(=z, y)eW 1<z?+y* <4}

T

/S/f(x’y’z)ds = //f(xvyag(%y)) 1(g2)2 + (g,)2dxdy

)

\ x? 1 dxd
// x+y\/+2+y R
ﬂ//x vV a2+ y2dxdy

D
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r=rcosf; 1<r<2

pasando a coordenadas polares { y=rsend 0<0<2r

obtenemos

/S/f(x,y,z)dS = \/5/027T /12r5cos39drd€
2m 2
= V2 2 0do °d
B[ ) ([ )
27 1 2
= V2 0 —sen®@cos0)d ) | ="
\/—(/0 (cos @ — sen” 6 cos 6) ) (GT )1

= 0

Ejercicio 5.3 Dado el recinto limitado por los planos z = y, z = 0 y el cilindro
22 +y? = a?. Calcular el drea de la porcion de superficie cilindrico comprendido entre
los dos planos

Solucion:

|

\

El cilindro 22 4 y? = a?

T = acosu
< N r(u,v) = (acosu,asenu,v)
=asenu
y <u<m 0<wv<asenu
2=

o(u,v) = (acosu,asenu,v)

De esta manera S = o(D) es la mitad de la superficie que se describe en el enunciado
porque solo consideramos la porcion del cilindro z > 0
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g—z = (—asenu, acosu,0)
Oo
. 1
ov (0,0,1)
9 9 ? J k
= N(u,v):—ax—az —asenu acosu 0
ou  Ov 0 0 1

—

= N(u,v) = (acosu,asenu,0)

= |IN|| =a
A(S) = //adudv
D
= / (/ adv)du
0 0
= /azsenudu
0

= —a® cosu!ér = 2a*
Por lo tanto el area es el doble de S y es:
4a?

Ejercicio 5.4 Calcular la masa de la porcion del plano x + y + z = 3 ubicada en el
primer secante si la densidad superficial en cualquier punto del plano es 22

Solucién:
r+y+z2=3 = z=g(x,y)=3—x—vy; (x,y) €D
Donde D es obtenida al proyectar la superficie sobre el plano XY, esto es

D={(z,y) e R2: 0<2x<3, 0<y<3—uz}
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YA

>
X
X 3
Luego
M(S) = //2x2d5
= / /2:(; + (gy)%dzdy
= 2\/3/ (/ xQdy) dy
0 0
3
= 2\/3/ (32?2 — 2*)dw
0
_2TV3
2
Ejercicio 5.5 Hallar el drea del cono z = /x> +y? para 0 < z < a
Solucién:

Parametrizando el como S : z = /2?2 + 1?2

r=rcosf; 0<60<2rw
y=rsenf; 0<r<a
z=r

luego S : o(r,8) = (cosf,send,r), donde

g—i = (cosf,senf, 1)

Oo
00

= (—rsend,rcosf,0)
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— —

Jo Oo g J k
= a0 X 2 =| cosf senff 1
" —rsenf rcosf 0

= (—rcosf,—rsenb,r)

N(r,0) = ||G, x Go|| = Vr2cos?f + r2sen2f + 12 = \/2r

A(S) = /S/dS
= L)/|\5Txﬁe|’d9dr
= //\/ﬁrdedr
= \/_/ZW(/ardr) o
= V2rad®

Ejercicio 5.6 Hallar el drea de la superficie lateral del cilindro x* + y?> = a® para
0<z<h.

Solucion:

Parametrizando el cilindro S : 2% 4+ y? = a?

r=uacost; 0<60<2m
y=uasend; 0<z<h
z2=2z

Luego S: o(0,2) = (acosf,asenb, z), donde

gg (—asen®,acosb,0)
do
1
3, =(0,0,1)
R P ik
a—gxﬁ—g: —asenf acosf 0

= (acosf,asenf,0)

N(0,z) = ||65 x 7.|| = Va®cos? 0 + a%sen? = a
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A(S) = /S/dS
= /027r/0had2d9

= 2mah

Ejercicio 5.7 Hallar el drea de la superficie de la esfera x> 4+ y* + 22 = a? en la regién
0<z<a.

Solucion:

Parametrizando la semiesfera en coordenadas esféricas:

r=asen¢gcost; 0<60<2rw
y=asengsent; 0<¢ <7

Z=acos o
0o
9% (acos ¢ cosB,acospsent, —asen )
oo
— = (—asen¢send, asen ¢cosb,0)
00
Jdo 0o ‘ J k
Q_X%: acos¢pcost) acosgpsent —aseno
¢ —asen¢senf asen¢cost 0

= (a?sen? ¢ cos 0, a® sen” ¢ sen 0, a? sen ¢ cos )

N(¢,0) = |Gy x Fg|| = a’sen ¢

as) = | fas

2r  pw/2
= / / a® sen ¢pdpdh
o Jo
2ma’

Ejercicio 5.8 Hallar el drea de la superficie lateral del paraboloide z = x* + y* para
0<z<a.

Solucioén:

Parametrizando el paraboloide en coordenadas cilindricas:
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r=rcosf; 0<6<2r

y=rsenf; 0<r <. /a
2

z2=7
g_a = (cos#,send, 2r)

-

g_g = (—rsen6,rcosh,0)

o b 7 ik
ijﬁ_g: cos senf 2r

—rsenfl rcosf 0

= (—2r%cosf, —2r*send,r)

N(r,0) = ||¢, x Fg|| = VArt +r2 = rv4r2 + 1

A(S) = /S/dS

2 prva
= / / rv4r? + 1drdf
o Jo
va
= 27?/ rv4r? + 1dr
0

Ejercicio 5.9 Hallar el drea de la esfera de radio a, definida por x* + y? + 22 = a?.

Solucion:
Parametrizando la esfera S en coordenadas esféricas:

r=asingcost; 0<60<2r
y=asingsing; 0<¢ <7
Z = acos ¢

Luego se calculan los vectores tangentes, su producto cruz y su norma, obteniendo:

A(S) = /S/dS

2T T
= / / a’ sin ¢pdpdh
o Jo
Ara?

Ejercicio 5.10 Hallar el drea de la superficie lateral del cilindro x* + y?> = a® para
0<z<h.
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Solucion:
Parametrizando el cilindro en coordenadas cilindricas:

r=uacost; 0<6<2m
y=uasinf; 0<z<h
z2=2z

Calculando el diferencial de area:

A(S) = /s/dS
= /O%/Ohadsz

= 2mah

Ejercicio 5.11 Hallar el area de la superficie lateral del cilindro inclinado definido por
22 + 9% =a® para 0 < z < bx.

Solucion:
Parametrizando el cilindro inclinado en coordenadas cilindricas:

r=uacost; 0<6<2mw
y=asinf; 0<z<bacosh
z=bx

Calculando el diferencial de area:

A(S) = / / ds
S
27 ba cos 6
= / / adzdf
0 0

27

= a/ (ba cos 0)db
0

= 0

Ejercicio 5.12 Hallar el drea de la superficie lateral del toro generado por la rotacion
del circulo (x — R)* + 2% = r? alrededor del eje z.

Solucion:
Parametrizando el toro en coordenadas toroides:
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r=(R+rcosf)cosp; 0<¢<2rm
y=(R+rcosf)sing; 0<6<2r
z=rsinf

Calculando el diferencial de drea:

2 2
A(S) = / / (R + rcos@)rdfdep
o Jo
= 4mRr

Ejercicio 5.13 Hallar el drea de la superficie lateral del paraboloide z = x* + y? para
0<z<a.

Solucion:
Parametrizando el paraboloide en coordenadas cilindricas:

r=rcosf; 0<60<2n
y=rsinf; 0<r<,/a
2 =r?

Calculando el diferencial de area:

21 py/a
A(S) = / / rv4r? 4 1drdf
o Jo

Ejercicio 5.14 Hallar el drea de la superficie lateral del hiperboloide de una hoja x* +
y? — 22 = a?, para —h < z < h.

Solucion:
Parametrizando en coordenadas hiperbdlicas:

x =acoshucosv; 0<v<2mw
y =acoshusinv; 0<wu<h/a
z = asinh u;

Calculando el diferencial de area:

2r  ph/a
A(S) = / a® cosh ududv
o Jo

= 2ma’(sinh(h/a))

Ejercicio 5.15 Hallar el drea de la banda esférica de la esfera x* + y* + 2% = a?

comprendida entre z = h y z = —h.
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Solucion:
Usando coordenadas esféricas:

r=asingcost; 0<60<2r
y=asingsing; ¢; < ¢ < o
2 = acos ¢;

Calculando el diferencial de area:

A(S) = / /¢2a51ngbd¢d0

= 2ma*(cos ¢y — cos @)
Ejercicio 5.16 Hallar el volumen del cono z = v/x? + y? para 0 < z < a.

Solucion:
Parametrizando el volumen en coordenadas cilindricas:

r=rcosf; 0<60<2n
y=rsinf; 0<r<a
z2=z 0<z<r

vio- [ fao
= / //rdzdrd@

= —7'['61,

3

Ejercicio 5.17 Hallar el drea de la pardbola de revolucién z = x* +y? para 0 < z < a.

Solucion:
Parametrizando en coordenadas cilindricas:

r=rcosf; 0<60<2r
y=rsinf; 0<r<,/a

z=r?
A(S) = //dS
S
2 prva .
— / / (1+ 4r?)2rdrdf
0 0
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Ejercicio 5.18 Hallar el volumen de la regién encerrada entre la esfera x> +1y?+2% = a?
y el cono 2* = x? + 2.

Solucion:
Usando coordenadas esféricas:

xr=psingcosh; 0<60<2r
y=psingsing; 0< ¢ <nw/4

2 = pcos ¢; 0<p<a
2 pw/4 pa
V = / / / p2 sin ¢dpdodl
o Jo 0
_ wad®
6

Ejercicio 5.19 Hallar el drea de la superficie generada por la interseccion del parabo-
loide z = 2% + y? y el plano z = h.

Solucioén:

Parametrizando la superficie en coordenadas cilindricas:

r=rcosf; 0<60<2n

y=rsinf; 0<r<+vh

2z =r1?

27 Vh
A(S) = / / V1 + 4r2rdrdd
o Jo

Ejercicio 5.20 Calcular el volumen del toroide definido por la revolucion del circulo
(r — R)* + 22 = 12 alrededor del eje .

Solucion:

Parametrizando en coordenadas toroides:

r=(R+rcosf)cosp; 0<¢<2rm
y=(R+rcosf)sing; 0<60<2rm
2z =rsinb;

2w 2w
Vo= / / (R + rcos@)rdfde
o Jo
= 2m2Rr?



23

Ejercicio 5.21 Determinar el drea de la superficie del hiperboloide de una hoja x* +
y? — 22 = a?, para —h < z < h.

Solucion:

Parametrizando en coordenadas hiperbdlicas:

xr =acoshucosv; 0<v <21
y =acoshusinv; 0<wu<h/a
z = asinh u;

A(S) = / . a? cosh ududv
= 270m2(soinh(h/a))
Ejercicio 5.22 Calcular el volumen del elipsoide 75 -+ Y bg +5 =1
Solucién:

Usando coordenadas elipsoidales:

xr=asinflcosp; 0<¢p<2rm
y="bsinfsing; 0<0<7

z = ccosb;
2
V = / / / abcsin Odpdfde

= —7T6LbC

3

Ejercicio 5.23 Hallar el drea de la banda esférica de la esfera x* + y? + 2> = a
comprendida entre z = h y z = —h.

Solucion:

Usando coordenadas esféricas:

r=asingcost; 0<60<2r
y=asingsing; ¢1 < ¢ < gy
Z = acos ¢;

A(S) = / /¢2as1ngz5dgbd9

= 2ma*(cos ¢y — cos @)
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5.7. Ejercicios Propuestos

Ejercicio 5.24 Calcular la integral de superficie / /(:c2 +4?)dS, siendo S la porcion
S

de la esfera x? + y* + 22 = 4 para z > 0.

Ejercicio 5.25 Calcule el drea de la banda esférica definida en la esfera x*+1y*+2% = a?
entre los planos z = h y z = —h.

Ejercicio 5.26 Clalcule la integral de superficie / /(x +y + 2)dS en la parte superior
S
del paraboloide z = x> + y?, con 0 < z < 4.

Ejercicio 5.27 Hallar el drea de la superficie del cilindro x> + y* = 4 comprendida
entre los planos z =0 y z = 5.

Ejercicio 5.28 Cualcule la integral de superficie / /a:de, donde S es el hemisferio
S

de la esfera x°> +y*> + 2> =9 con z > 0.

Ejercicio 5.29 Hallar el drea del paraboloide z = x?+1y? comprendido entre 0 < z < a.

Ejercicio 5.30 Clalcule la integral de superficie //(m2 +y*)dS sobre la parte de la
s

esfera 2 + y? + 2% = 16 comprendida entre z =2 y z = 4.

Ejercicio 5.31 Hallar el drea de la banda esférica definida por la esfera x> +y>422 = 25
comprendida entre los planos z =3 y z = —3.

Ejercicio 5.32 Hallar el drea de la superficie lateral del hiperboloide de una hoja x* +

y? — 22 =1 comprendido entre z = —2 y z = 2.

Ejercicio 5.33 Hallar el volumen del toro generado por la rotacion del circulo (x —
R)? + 22 = r? alrededor del eje z.

Ejercicio 5.34 Clalcular la integral de superficie / /z3d8, donde S es la porcion del
S
cono z = \/x? + y? comprendido entre 1 < z < 3.

Ejercicio 5.35 Calcule el drea de la parte del paraboloide z = x> + y* comprendido
entre z =0y 2z =4.

Ejercicio 5.36 Calcule la integral de superficie / /(93 + y)dS donde S es la superficie
S

lateral del cilindro x® + y?> = 9 entre los planos z =0 y z = 5.
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Ejercicio 5.37 Calcular la integral / /az?’szdS’ sobre la parte de la esfera x® + y* +
S

2% = 4 situada en el primer octante.

Ejercicio 5.38 Hallar el volumen de la region encerrada entre la esfera x*+1y*+2% = 16

y el cono z = \/x? + 2.

Ejercicio 5.39 Hallar el drea de la superficie lateral del paraboloide z = x* + y* com-
prendido entre 0 < z < 9.

Ejercicio 5.40 Calcular la masa de la porcion de la esfera x® +y? + 2% = 25 compren-
dida en el primer octante, si la densidad superficial es p(z,y,z) =z +y + 2.

Ejercicio 5.41 Hallar el drea de la superficie del cono z = \/x? 4+ y*> comprendido
entre los planos z =0 y z = 4.

Ejercicio 5.42 Clalcule la integral de superficie //yszS sobre la superficie de la
S

esfera x* + y* + 2% = 9 en el primer octante.

Ejercicio 5.43 Clalcule la integral de superficie //(x2 + 9%+ 2%)dS, donde S es la
S

porcion del paraboloide z = x4+ y? comprendido entre 0 < z < 5.
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